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Inngangur

Algebra getur taknad marga hluti { steerdfraedi en hun snyst ad mestu leyti um deemi sem
hafa breytur, { 60rum ordum innihalda ¢épekktar staerdir sem eru tdknadar med staf. Algebru
deemin sem vid skodum hér fyrir nedan eru jéfnuhneppi, marglidur, 6jéfnur og fallajéfnur en
@tlum ad einbeita okkur 4 efni sem pid hafid ekki séd adur { menntaskoéla. Ef pid viljio lera
meira um marglidur, 6j6fnur eda fallajofnur ba er lesefni inni & https://stae.is/stak /utgafa-
bok og https://stae.is/stak/frodleikur.

Pad eru deemi i hverjum kafla, pau eru i erfidleikar6d og abendingar vid pbeim ma finna nedst
i bessu skjali. Pad eiga vera deemi fyrir alla, erfidleikastigid fer fra gémlum urslitakeppnum
til Olympiuleikanna { staerdfraedi.

Pattun

Oft i deemum kemur fyrir ad vid purfum ad patta télur eda marglidur og stundum getur
verid erfitt ad finna pattuninna, eins og fyrir 2% + 24 + 1 = (22 — 2 + 1)(2®2 + 2 + 1) eda
a® 4+ b3 +c® —3abe = (a+b+c)(a? +b%+c® — ab— be — ac). Pessar battanir krefjast mikillar
innsynis og getur oft verid erfitt ad finna paer. En hér eru nokkrar pattunar reglur:

a" —b" = (a—b)(a" +a" P+ a" B+ ad" )

a"+b" = (a+b)(a"' —a" 2+ a3 — .. —ab" "2 +b"1), ef n er oddatala

a® =" =(a—b)(a+b)(a®+b})(a*+b") - (a + anil)

2n71

Med pessum reglum er haegt ad sja ad

a®=b® = (a=b)(a®*+ab+b?) a3+ = (a+b)(a®—ab+b?) a®—b® = (a—b)(a+b)(a>+b%)(a*+b*)

Forum na yfir nokkur synideemi par sem er heegt ad nota pattun.
Synideemi: Finna & allar jakveedar heiltolur a og b bannig ad ab + 2a + 2b = 11.

Lausn: Umritum jéfnunna yfir i ab + 2a + 2b + 4 = 11 + 4, og pattum hana bannig ad
(a+2)(b+2) = 15. Skodum nu fjolda vega til ad patta 15 =1-15 = 3 - 5. Pvi koma adeins
nokkrir méguleikar til greina fyrir steerdirnar a + 2 og b+ 2 par sem paer eru heilartolur sem
ganga upp { 15.

Athugum ef annadhvort a +2 =1 eda b+ 2 = 1, ba verda gildin 4 a og b baedi neikvaed sem
vid viljum ekki, pannig ad a + 2 # 1 og b+ 2 # 1. Pa getur einungis tvennt gilt:

a+2=30gb+2=5 eda a+2=>5o0gb+2=3.

bad er annadhvort era =1ogb=3edaa=3o0gb=1.

Dzemi 1: (Lokakeppni) Finnid fjéra frumpeetti tolunnar 332 —232 sem eru laegri en 100
Deaemi 2: Gefid er ad a + b+ ¢ = 0, synid ad
ad+v+

b:
aoc 3


https://stae.is/stak/útgáfa-bók
https://stae.is/stak/útgáfa-bók
https://stae.is/stak/fróðleikur

Dzemi 3: (Lokakeppni) Finnid oll por af rauntélum (p,r) bannig ad

p+pr+pr2 =28
p?r + p?r? + p?r3 = 216

Dami 4: Finnid allar jakveedar heiltolur a og b pannig ad

4ab + 6a + 6b = 26

Dzemi 5: Pattid 2? + 1 1 2 marglidur med rauntslustudla.

Dzemi 6: (Lokakeppni) Finnid oll por af heiltélum (a,b), ekki neikveeum, sem upp-
fylla
2030 — 3Pt 420 =13

med pattun.

Daemi 7: (Lokakeppni) Finnid allar heiltélur a og b bannig ad

(a® +b)(a+b*) = (a + b)*.



Margliour

Fall af gerdinni P(x) = a,2" + ap_12" "1 + ... + a1x + ap med a, # 0 kallast marglidufall
af stigi n med eina breytu. Stig P er tdknad med deg(P) = n vegna enska ordsins degree
og er Otvirsett akvardad. Hér & eftir kollum vio marglidufall marglidu. P& eru télurnar
Qny,Gp_1, ..., 01, ag kalladar studlar marglidunnar, peir eru 6tviraett dkvardadir og eru oftast
iR,Q,Z eda N.

Dzemi um marglidur eru 22 + 5z + 1 og 5y* — 3y? + 7 en einnig eru til marglidur sem fall
af fleiri breytum, eins og =3 + 3 og xy? + = — y. Daemi um 51l sem eru ekki marglidur eru
1435208 y+Ty.

Pattun marglioa

Vio féorum adeins yfir pattun 4dan en hér koma nokkrir eiginleikar marglida sem geta hjalpad
okkur ad patta peer. Ef marglida P(x) hefur rot r, stundum kallad nuallstéd. P4 vitum vid
ad P(r) = 0 og er bad jafngilt bvi ad (x — r)|P(z), bad er ad segja ad batta megi x — r 1t
ar P(z).

Synideemi: Patta 4 P(z) = 2% + 322 — 4z — 12.

Lausn: Athugum ad til ad patta P(x) naegir ad finna raetur hennar. Skodum pvi hvada gildi
marglidan P(x) tekur ef vid setjum x = 1,2 = 2 eda = 3. Vid veljum oftast lag gildi
fyrir x sem er audvelt ad préfa og notum oft hugarreikning fyrir pbad. Oft eru lika valdar
neikvaedar heiltélur sem gildi. P& faest ao:

P1)=1343-12-4-1-12=14+3-4—-12=—12#0
P(2)=2+3.22-4.2-12=843-4-8-12=0

Nt er z = 2 rot 1 P(x) og ba er obarfi ad skoda P(3) bvi vid kunnum ad batta annars stigs
jofnur. Pa feest ad

P(x)=2° 432> —d2 — 12 = (z — 2)(2* + 52+ 6) = (z — 2)(z + 2)(x + 3).

Hér eru nokkrar reglur um stig marglida sem hjéalpa til med naestu deemi. Paer verda ekki
sannadar en pad er goo eefing fyrir lesanda.

Um allar margliour P og @ gildir ad
o deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)).
o deg(P- Q) = deg(P) + deg(Q), ef P(x) # 0 og Q(x) # 0.
o deg(P(Q)) = deg(P) - deg(Q)

Synidzemi: Finna & allar marglidur P(x) bannig ad

Lausn: Athugum ad P(z) = 0 (ntllmarglidan) er augljos lausn. Skodum stigin & marglidunni
P med ad nota reglurnar hér fyrir ofan. Pa faest ad
deg(P(P)) = (deg(P))* og deg(P(P)) = deg(P)
& (deg(P))? = deg(P)
< deg(P) - (deg(P)—1)=0

ba er stig P annadhvort 0 eda 1.
Ef stig P er 0, b4 ma rita P(x) = k bar sem k € R og ba gildir ad



fyrir 6ll k € R, bannig ad P(z) = k er lausn.
Ef stig P er 1, bA méa rita P(z) = ax + b, a,b € R en a # 0 og ba feest med ad nota
upprunalega jéfnunna ad

ar +b= P(z) = P(P(z)) = P(ax +b) = a(ax + b) + b = a®x + (ab + b).
P4 hofum vid jofnuhneppid
9 ,a#0

a=a"<—=a=1

b=ab+beab=0<Z% p—0

sem gefur ba ad P(x) = x er eina lausnin med stig 1.

b4 hofum vid synt ad lausnirnar eru P(x) =z eda P(z) =k, k€ R

Vieta formulurnar

Vieta formulurnar eru formulur sem lysa studlum marglidu med rétum hennar. Hér munum
vid skoda peer fyrir annars stigs marglidu en peer eru til fyrir hvada stig sem er. Adferdin
fyrir hinar formulurnar eru svipadar.

Latum P(z) = 2% + a;1x + ap med raetur 71 og ro. PA mA rita
P(x) = (z —r)(x —ro) = 2% — (r1 +1r2)x + 1170
P4 feest ad
ay = —(r1 +12) 0g as =rire

Pad er haegt ad gera eins formilur fyrir margliou med stig 3 og 4. Svo verdur pad adeins
floknara fyrir heerra stig en deemin sem koma & keppnum eru oftast med marglidur med stig
leegra en 5. Mzelum med ad skoda betta nanar sjalf.

Dezemi 8: Finnid margliduna P sem uppfyllic P(P(x)) = P(z?) fyrir 6ll = € R.
Dzemi 9: Finnid margliduna P sem uppfyllir P(P(z)) = (P(x))*° fyrir 6ll = € R.
Daemi 10: (Lokakeppni) Gefid er ad marglidan

P(x) = 302 4+ 1723 — 1372 4 13z + 60

hefur nallstédvar (reetur) r < 1o < r3 < ry.

Hvert er gildi margfeldisins (1 4+ 71)(1 + r2)(1 +73)(1 + 74)7



Ojofnur

Ojofnur koma mikid fram 1 algebru i keppnisstaerdfraedi og i peim deemum parf ad nota reglur
sem eru ekki kenndar i menntaskola. Pvi er betta efni liklegast nytt fyrir flestum og er gott
a0 reyna ad @fa sig & deemunum hér til ad muna reglurnar betur. Ein 6jafna sem er mikid

notud og bid bekkid mogulega er ad x2 > 0 fyrir 61l = € R.
Ef syna 4 ad “T*'b > Vab gildi fyrir allar jakvaedar rauntélur a og b pa notum vid ad

a+b>2Vab < (a+0b)? > 4ab < a® + 2ab + b* — 4ab > 0 < (a — b)? > 0.

Vio megum hefja i annad veldi fyrir ofan par sem badar hlidar eru jakveedar og par sem
sidasta 6jafnan er sonn fyrir allar rauntélur a og b, pa er einnig upphaflega 6jafnan sénn.
Ojofnu deemi eru oft leyst & sama hatt og hér fyrir ofan. Pad er ad umrita 6jéfnunna &
einhvern veg pangad til haegt er ad nota pekkta ¢jofnu sem synir pa ad upprunalega 6jafnan
sé sonn en ad gera petta getur verid erfitt.

Ojafnan sem vid sénnudum hér fyrir ofan “TH’ > Vab er ein af pessum vel pekktum 6jéfnum
og er vinsalast 6jafnan i stéru keppnunum, han er oft kollud AM-GM bvi han tengir saman
venjulegt og ramfraedilegt medaltal (e. arithmetic mean and geometric mean).

Hun er stundum eina 6jafnan sem madur parf til ad leysa deemin, en einnig er haegt ad leysa
deemin 4 annan hatt med 60rum 6jofnum. Hér er almenna 6jafnan.

AM-GM djafnan:

Um allar rauntdlur z1, zo, ..., tp_1, T, > 0, par sem n er fjoldi talna gildir ad

1+ To+ ... +Tp—1+2Tp
n

> /x1x2 - Tp_1Ty

og jafnadarmerkio gildir einungis ef x1 =22 = ... = x,_1 = Ty,.

Athugum ad ef vid latum n = 2, 1 = a og x2 = b, pa faest 6jafnan sem vid sonnudum ad
ofan. Skooum nokkur deemi sem nota pessa 6j6fnu.

Synideemi: Syna 4 ad z + 1 > 2, ef v € Ry.
1

x

Lausn: Notum AM-GM bar sem breyturnar okkar eru x > 0 og = > 0. P4 feest ¢jafnan

1
LR Zﬁ/x-%zl. Paéerx—l—%zz

2
Gott er ad athuga ad heegt veeri ad leysa petta demi 4 annan hatt med ad margfalda i

gegnum 6jéfnunna med x og fa 2% + 1 > 2z, sem gefur #2 — 22 +1 = (x — 1)? > 0. En bessi
leid verdur mjog erfid og létt ad gera klaufavillur pegar bad eru komnar margar épekktar
steerdir inni 1 spilid eins og { naesta deemi hér fyrir nedan. Pa er fyrri adferdin einfaldari og
betri. Onnur sefing er ad finna laegsta gildi 22 + %

Synideemi: Syna 4 ad { + 4+ 2>3 efx,y,z€ Ry,
Lausn: Beitum AM-GM med breyturnar % >0,2>00g 2> 0. Pa faest 6jafnan:
_l’_

z E2
I Y
Yyzx

Margfoldum i gegn med 3 og pa feest upprunalega ¢jafnan.

< |8
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Synidaemi: Synid ad
a? +b%>+c>ab+be+ac

Lausn: Nu er erfitt ad beita AM-GM beint par sem haegri hlidin er summa lida og ekki
margfeldi. Beitum AM-GM 4 eftirfarandi:

a? + b2 > 2v/a?b? = 2ab
b? + ¢* > 2Vb2c2 = 2be
a? + 2 22\/@22%
Leggjum bessar 6jofnur saman og deilum med 2 og ba feest upprunalega 6jafnan
Synideemi: Latum aq,as,...,a, € Ry med ajas ---a, = 1. Syna a ad
(a1 +D(az+1) - (ap+1) > 2™
Lausn: AM-GM gefur ad
a1 +12>2/a;
az +12>2\/az

a, +1>2/a,

Pa feest ef 6jofnurnar eru margfaldadar saman ad
(a1 +1(az+1) - (an +1) > (2yaD)(2y/az) - - - (2/an) = 2",

Neaest setlum vid ad skoda tveer adrar mikilveegar 6jofnur, sem eru hins vegar erfidari ad skilja
og henta betur fyrir lengra komna. Pessar 6jofnur koma fyrir { mérgum dseemum og eiga ad
duga i flest deemi.

Ojafna Cauchy-Schwarz
Um allar rauntolur 1, 9, ..., x, 0g Y1, Y2, ..., Yn gildir ad
(11 + T2yo + oo+ Tayn)® < (27 + 25 + o 20) (Y7 + U3 + o+ yn)

og jafnadarmerkio gildir ef og adeins ef z1 = cy1, 2 = cy2, ..., Tn = cy, fyrir einhverja
tolu c € R.

Ef vid litum & x = (21, 22, ..., 2,) 08 ¥y = (Y1, Y2, -.., Yn) Sem vigra med n hnit, b4 segir 6jafna
Cauchy-Schwarz a0

|z -yl < |zllyl,
med jofnuodi ef og adeins ef til er ¢ pannig ad x = cy.

Innfeldi tveggja vigra er minna en eda jafnt margfeldi lengdanna, og jafnadarmerkid gildir
b4 og bvi adeins ad x og y séu samsida. Pannig er audveldara ad muna regluna, enda er
x -y = |z||y| cos(d) bar sem 6 er hornid 4 milli vigranna.

Synideemi: Finna & steersta gildi 4 2z + 2y + 2 ef gefid er ad 22 + y2 + 2% = 4.
Lausn: Notum 6j6fnu Cauchy-Schwarz og faum ad
2z +2y+2)? < (2®+y* +2%) (22 + 22 + 17)
& (204 2y +2)? < 4(9)
& (20 42y +2) < V36 =6.
Jafnadarmerkid gildir ef x = 2¢,y = 2c og z = ¢, og finna ma ¢ med z2 + 3% + 22 = 4.

Stundum naegir ekki ein ¢jafna til ad leysa deemid, eins og i naesta deemi. Par notum vid
baedi AM-GM 6jéfnunna og Cauchy-Scwarz 6j6fnunna.



Synidsemi: (IMO 1995) Latum a,b,c € R, bannig ad abc = 1. Syna 4 ad

1 n 1 n 1 N 3
at(b+c) b(at+c) Ala+b) — 2

Lausn: Viljum fyrst umbreyta jofnunni yfir { eitthvad sem er paegilegra ad vinna med. Setjum

_ 1, _1 _1 1 s .
rT=,,y=3%0g2=,, med ryz = - = 1, { §jofnunna og faum ad

1 1 1 x3 Y3 23

+ + = + +
afb+c)  blate) Alat+b)  wyz(y+3)  ayzz+3)  aya(z+y)

z z

SC2 y2 22

= + +
Yy+z x+z T+Y

Nt notum vid Cauchy-Schwarz og faum ad

LIJ2 y2 2,2

+ +
y+z xT+z xT+y

((y+z)+(x+z)+(:c+y))< )2(m+y+z)2.

Deilum med (y +2) + (z+ 2) + (x + y) = 2(x + y + z) og ba faest

.172 y2 22

y+z + r+z + r+y
Nt gefur AM-GM ad
Sy +2) 2 563 YR =
Par med hofum vid synt ad upprunalega 6jafnan gildir.

Adur en vid skodum nzestu 6jofnu purfum vid ad skoda kapni. Kupni er eiginleiki dkvedna
falla og gildir 6jafnan einungis um foll sem eru kupt, sumir skilgreina einnig kupt f6ll med
6jofnunni sjalfri.

Vid segjum ad fall f sé kapt & bili [a, b] ef fallid tvidifirad (f”) er alltaf jakveett 4 sama bili.
Einnig eru kupt f6ll pannig ad pegar graf peirra er teiknad med vaxandi x-gildi pa sveigir
fallid alltaf til vinstri, b.e. grafid er { vinstri beygju. Deemi um kiipt fall er f(z) = 22

Svo eru til grof sem eru thvolft og eru eiginlega 6fugt vio kupt {6ll, b.e.a.s. fall f er ihvolft
ef —f er kupt. Pa er f”(x) < 0 og graf fallsins er alltaf i heegri beygju.



Ojafna Jensen

Latum f : [a,b] — R vera kupt fall. Pa gildir um alla punkta z;, 25 ar [a,b] og allar tolur
te0,1] ad

flzr+ (1 —t)a2) <tf(z1) + (1 —t)f(x2).
Ef fall f er thvolft pa gildir 6jafnan nema med 6j6fnumerkid sniid vid

Heegt er ad tulka 6jéfnunni pannig ad ef madur hefur graf af kapni falli og madur velur
einhverja tvo punkta 4 grafinu, b4 mun strikio a4 milli pessa tveggja punkta alltaf vera fyrir
ofan grafio af fallinu sem mé sja 4 mynd hér fyrir nedan.

Ef fallid veeri ihvolft lendir strikid fyrir nedan fallid.

flz)

tf (@) + (1= )] (x2)

ftay + (1= t)xs)

&y tay + (1 —t)ao Ty

Pessi 6jafna er ekki eins skiljanleg og hinar fyrir flestum ykkar par sem bio hafid 1itid séo
foll og eiginleika beirra en pad er haegt ad freedast nanar um pad & netinu.

Synidzemi: (IMO 2001, sma breytt) Latum a, b, ¢ vera jakveedar heilatolur b.a. a+b+c = 1.
Syna & ad
a n b n c -1
Va2 +8bc Vb2 +8ac  /c2+8ab

Lausn: Setjum f(z) = % og athugum ad f"(z) = 4\:/3?5 > 0 ef z > 0. P4 er f kipt, beitum

bvi 6j6fnu Jensen (vigtudu 6jofnu Jensen) og faum ad

a b c
+ +
VaZ+8bc Vb2 +8ac 2+ 8ab

= af(a® + 8bc) + bf (b* + 8ac) + cf(c? + Sab)

> f(a(a® + 8bc) + b(b* + 8ac) + c(c* + 8ab))
= f(a® +b* + ¢ + 24abc)

_ 1

Va3 L3+ S+ 24abe

En nu gefur AM-GM ad

1=1=(a+b+c)?=0a>+b>+ 4 6abc + 3(a®b + a’c + ab® + b*c + ac® + bc?)
> a® +b% + & + 6abe + 3 -6V abb06
=a® +b® + ¢ + 24abe
b4 feest ad lokum ad

a b c 1
+ + > >1
VaZ+8bc Vb2 +8ac VA +8ab Va3 + b3+ 3+ 2dabe

I einhverjum dsemum parf ad nota vigtada utgafu af 6jofnum eins og vid gerdum hér fyrir
ofan. Pzer eru almennari og er hagt ad nota i fleiri deemum. Pad er til vigtud utgafa af
AM-GM og Jensen sem vid hvetjum dhugasama ad kynna sér.



Deemi 11: Latum aq,as,...,a, € Ry. Synid ad

11 1 )
(a1 +as+...+a)|—+—+...+— | >n
a1 as (025

Daemi 12: Latum a,b,c € Ry med abc = 1. Synid ad

A+ +E>a+b+e

Deemi 13: Latum a,b,c € Ry med abc = 1. Synid ad

a b ¢
—+-+->a+b+c
b ¢ a
Deemi 14: Latum a,b,c € R;. Synid ad
(a+b)(b+c)(a+c) > 8abe
Daemi 15: Synid ad fyrir sérhvern prihyrning AABC gildi eftirfarandi:
a) sin(A) + sin(B) + sin(C) < %
b) cos(A)cos(B)cos(C) < .
Daemi 16: Latum a,b,c € Ry med a + b+ ¢ = 3. Synid ad

A+ +P+ab+bct+ac>6

Dzemi 17: (IMO) Latum a,b,c,d € Ry med a+b+c+d=1. Synid ad

(a+2b+ 3¢+ 4d)ab’ccd? < 1



Fallajofnur

Hér verdur fario yfir nokkrar einfaldar fallajofnur.

Fall er vorpun (regla) fra einu mengi X til annars Y, p.e.a.s. fall f tekur x stak ar X og
skilar einhverju staki f(x) 1 Y. Fallid f(x) = x + 2, tekur stak x og skilar ut staki x + 2.
Fallajafna er i raun jafna sem inniheldur f6llin og breyturnar sem fallid tekur inn, og finna
4 oll f6ll sem uppfylla jofnunna. Deemi um fallajofnu er:

Finna 4 oll foll f: R\ {0} = R\ {0} b.a.

o)+ () =" m

Til ad leysa hana pé reynir madur ad finna einhverja sniduga innsetningu fyrir x sem gefur
einhverja adra jofnu og sa jafna hefur alltaf somu lausn og upprunalega jafnan. P4 erum vio
komin med jofnuhneppi. Pad er ef vid setjum = — % inn i (1) pa fest jafnan

A s

Nt hofum vid jofnuhneppi med 2 jofnum og getum leyst fyrir f(z) med ad taka 2 - (1) — (2) :

20— % =220 +1(3) ) - (24(2) + 5@} = 350)

Svo lausnin er pvi f(x) = %(29:3 — x—lg) = 2”:”):;;1. Nu erum vid ekki alveg buin med demid,
i svona deemum barf alltaf ad syna ad fallid sem vid fengum sé lausn, bannig ad vid purfum

ad profa ad setja f(x) = 2?;;31 i upprunalegu jofnunna (1). Pa feest
1 1 1 1 1 4 2 2 1
9 Y (e (O B Slot 3\ 4 2 133
f(””)+f(x) (3(”5 x3>>+3(x3 x) 37 38 T3 37 77
sem er eins og upprunalega jafnan { (1) og bvi er f(x) = 2’”3(;1 lausn.

Synidsemi: (Lokakeppnin 2009-2010) Finna & 61l f6ll f : R — R sem uppfylla

f@)+af(l—z) =2
fyrir 6ll z € R.

Lausn: Nt viljum vid setja inn einhverja innsetningu sem byr til j6fnu sem inniheldur f(z).
bar sem jafnan hefur einungis 2 1idi sem innihalda f, b.e. f(z) og f(1 — ), ba viljum vid
breyta seinni lidnum f(1 —z) yfir i f(x) med 60rum ordum viljum vid ad 1 —x — x, bad er
jafngilt ad x — 1 — = og ba feest jafnan:

Jl-a)+(1—2)f(@) =1 -

Pa feest med sému adferd fyrir ofan ao:




Profum lausninna okkar og faum ad

2 1—2)2
f(£)+$f(1—x):xz_x7x+1+x' (1_x)g_(315)—x)+1
72 -x2—2x+1

S UV e
22—z +1 22—z +1
x3fx2+:v

2—x+1
==z
sem passar og bvi er lausnin f(z) = P

Einnig eru sumar fallajofnur med 2 breytur og skulum vid skoda eina slika:

Synidsemi: (Forkeppnin 2022-23) Finna 4 oll foll f : R — R bannig ad

fla+ fy) =" +2xf(y) + ().

Lausn: Latum x — —f(y). P4 verdur fallajafnan

FO) =W =20/ + ) = fW?) — f(y)?

Setjum y — 0 og faum f(0) = £(0) — £(0)? sem gefur f(0) = 0. Stingum y — 0 { upphaflegu

jofnuna og fAum beint ad f(z) = 22.

Profum na lausnina og sjdum ad
(@497 = flz+ f(y) = 2° + 20f(y) + f(°) = 2° + 229® + y* = 2% + 22% + (4°)°

sem gildir alltaf, svo f(z) = 22 er lausn.

Daemi 18: Finnid 61l foll f : R — R pannig ad

f(z)+ f(lix) =z.
Deaemi 19: Finnid 6ll {61l f : R — R pannig ad
f@® +2f(y)) = xf () + 2f(y).
Daemi 20: Finnid 6ll f6ll f : R — R pannig ad f(4) = 10 og
flz+y) = flx)+ fy) +zy.
Dzemi 21: (Lokakeppni) Finnid 61l {61l f : Q@ — Q bannig ad f(1) =2 og
flzy) = f(@)f(y) = flz+y) + 1.
Daemi 22: (IMO) Finnid oll f6ll f : Z — Z bannig ad, fyrir 6ll a,b € Z gildir

f2b) + f(a) = f(f(a+1D)).



Abendingar fyrir deemin

Hér eru abendingar fyrir einhver af deemunum i hverjum kafla:

Deemi 1:
Deemi 2:
Daemi 3:
Daemi 4:
Deemi 5:
Deemi 6:
Daemi 7:
Daemi 8:
Deemi 9:
Deemi 10
Deemi 11

Notid pattunarreglu nr. 3

Skodid (a + b+ c)®

Pattid nedri jéfnunna og deilid svo nedri jéfnunni med efri

Beetid vid 9 badum megin og battio

Beetid vid 222 — 222, notid svo ferningsreglu og eftir pad samokareglu
Pattid 3” at ar fyrri 2 lidunum og dragid svo 3 fra badum hlidum
Reikna upp ar sviganum, stytta ut pekkt gildi og patta svo
Gerid eins og synideemid med ad skoda stig P

Skoda stig P

: Skoda P(x) = A(x —r1)(z —r2)(z — r3)(x — 14)

: Nota 6j6fnu Cauchy-Schwarz

Deemi 12:

Deaemi 13:

Deemi 14:

Deemi 15:

(=)

3a
vabe

a a
Nota 21+ %40
R

a+b>2

T 2

Nota 6jofnu Jensen

Nota

Deemi 16:

Deemi 17:
Deemi 18:
Deemi 19:

Daemi 20:

Deemi 21:
Deaemi 22:

Hér parf ad nota vigtudu AM-GM sem heegt er ad finna 4 netinu

Setja z — 1 og fa adra jofnu, setja svo aftur sému innsetningu { seinni jéfnunna
—x
Setja y — 0 og z — 0 og fa jofnu, og svo setja x = y = z { upprunalegu jéfnunna
1
Sanna ad f(n) = in(n + 1) pbar sem n € N med prepun

Nota prepun eftir ad innsetja y — 1

Skoda samhverfu, p.e. profa ad skoda a — b og b — a, { 60rum ordum vixla & a og b
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