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Algebruleg lausn & deemi 19

Daemi: Latum ¢ og m vera linur. Latum n vera speglun m um /. Latum P vera punkt.
Punktur @ er speglun P um ¢, punktur R er speglun ) um m og punktur S er speglun R
um /. Sannid ad S sé speglun P um n.

Lausn: Fyrir linu ¢ pa skulum vid lata ref, vera speglunina um ¢. Vorpun ¢ fra punktum
sléttunnar yfir i punkta sléttunnar kallast einsfirdun ef hin vardveitir fjarleegdir, pad er
fyrir alla punkta A, B 1 sléttunni pa er [p(A)p(B)] = [AB]. Pekkt er ad einsfirdanir varpa
punktum & sému linu i punkta & sému linu svo vid megum gera rad fyrir ad ¢ varpi lika
linum & linur. Vid getum nu lyst speglunum sem tiltekinni gerd einsfirdanna.

Hjalparsetning 1. Setjum sem svo ad { sé lina. Pd er ref, einsfiroun med kyrrapunkta
(punktur P er kyrrapunktur ref, ef refy(P) = P) ndkvemlega pd punkta sem liggja d £.
Enn fremur gildir ad ef ¢ er einsfiroun pa er ¢ = refy ef og adeins ef kyrrapunktar ¢ eru
ndkvemlega peir punktar sem liggja d {.

Sonnun. 1. Setjum sem svo ad ¢ sé lina. Setjum sem svo ad P sé einhver punktur og @)
sé einhverpunktur & ¢. Latum P’ vera hornrétt ofanvarp P & /.

(a) Ef P liggur &4 ¢ ba er ref,(P) = P svo [PQ)] = [ref,(P)Q).

(b) Ef Aliggur ekki & ¢ ba er ref,(P) # P, P" er midpunktur [Pref,(P)] og (Pref,(P)) L
0. Ef Q = P ba er ljost ad [PQ] = [ref,(P)Q]. Ef Q # P ba feest ad LQP'P
og ZQP' ref,(P) eru baedi rétt og pvi samsnida. Auk pess er [P'Q] = [P'Q)] og
[P'P| = [P'ref,(P)] svo AP'QP = AP'Qrefy(P), sér i lagi er [PQ] = [ref,(P)Q)].

[ badum tilvikum er [PQ] 2 [ref,(P)Q).

Setjum na sem svo ad A og B séu einhverjir punktar. Ef A liggur & ¢ ba er ref,(A) = A
og bar sem [Aref,(B)] = [AB] baer [ref,(A) ref,(B)] = [AB]. Eins er [ref,(A) ref,(B)] =
[AB] er B liggur 4 ¢. Gerum bvi rad fyrir ad hvorki A né B liggi 4 ¢. Ef A= B ba er
ljost ad [refy(A) ref,(B)] = [AB] svo vid megum gera rad fyrir ad A # B. Par sem /¢ og
(AB) eru olikar linur ba hafa peer i mesta lagi einn skurdpunkt. Tokum P & ¢ sem er
ekki skurdpunktur (AB) vid ¢. P4 liggur B ekki & (AP) og ¢ sker (AP) i P. Finnum
punkt @ & ¢ pannig ad B og () liggi sitthvoru megin vid (AP). P& sker (AP) strikid
[BQ)], i segjum R.

Latum S vera punktinn & [Qrefy(B)) bannig ad [QR] = [@QS]. Nu er [PQ] = [PQ)],
[ref, BP] = [BP], [ref,(B)Q] = [BQ] og [QR] = [QS] auk bess sem R liggur 4 [()B) svo
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“Lref,(P)

af fimmstrikasetningu leidir ad [PR] = [PS]. Nu er [Pref,(R)] = [PR] og [ref(R)Q)] =
[RQ)] svo [Prefy(R)] = [PS] og [Qrefy(R)] = [QS]. Pvi feest a0 S = R eda S =
ref,(R). Par sem B og ref,(B) liggja sitthvoru megin vid ¢ ba liggja [Q B) og [Q ref,(B))

sitthvoru megin vid £. Pad er R og S liggja sitthvoru megin vio £ sem synir ad S =
refy(R).

Par sem R liggur 4 milli Q og B ba er [QR] < [QB] og bvi [Qref,(R)] < [Qrefy(B)).
Par sem ref,(R) liggur & [Qref,(B)) ba feest ad ref,(R) liggur 4 milli @ og B. Par sem
[QR] = [Qref(R)] og [QR] = [Qref,(R)] ba er [RB] = [refy(R) ref,(B)].

refy(A)

(a) Setjum sem svo ad A og R liggi somu megin vid ¢. Pa liggur R 4 [PA). Par sem A
og ref,(A) liggja sitthvoru megin vid ¢ og R og ref,(R) liggja sitthvoru megin vid
¢ ba liggja refy(A) og ref,(R) somu megin vid (. P4 liggur ref,(R) & [Pref,(B)).
bPar sem [PR] = [Pref,(R)], [PA] = [Pref,(A)], [PB] = [Pref,(B)] og [RB] =
[refy(R) refy(B)] ba gefur fimm strika setningin ad [AB] = [ref,(A) refy(B)].

(b) Setjum sem svo ad A og R liggi sitthvoru megin vid ¢. P4 liggur P 4 milli R og A.
Par sem A og ref,(A) liggja sitthvoru megin vid ¢ og R og ref,(R) liggja sitthvoru
megin vid ¢ ba liggja ref,(A) og refy(R) sitthvoru megin vid ¢ sem synir ad P
liggur & milli ref,(A) og refy(R). Par sem P liggur a4 [RA] og [ref,(R)ref,(A)],
[AP] = [refy(A)P] og [RP] = [refy(R)P] ba er [RA] = [ref,(R) refy,(A)]. Nu liggur
A & [RP), refy(A) og ref,(A) liggur & [refy(R)P), [RP] = [ref,(R)P], [RA] =
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[refo(R) refy(A)], [BP] = [ref,(B)P] og [RB] = [ref,(R) refy(B)] svo af fimm strika
setningu leidir ad [AB] = [ref,(A) refy(B)|b

Vid héfum pvi sannad ad [ref,(A) ref,(B)] = [AB] fyrir alla punkta A og B svo ref; er
einsfirdun. Ljost er ad kyrrapunkta ref, eru nakvaemlega peir punktar sem liggja & ¢.

2. Setjum sem svo a0 ¢ sé lina og ¢ sé einsfirdun. Ef ¢ = ref, pa er ljost ad punktarnir a ¢
eru nakvaemlega kyrrapunktar . Setjum nt sem svo ad punktarnir & ¢ séu nakveemlega
kyrrapunktar ¢, pad er ¢(P) = P ef og adeins ef P liggur & (.

Gerum rad fyrir ad P sé einhver punktur sem liggur ekki & ¢. Latum P’ vera hornrétt
ofanvarp P 4 ¢ og latum () vera einhver annan punkt & ¢. Par sem ¢ er einsfirdoun
ba er [p(P')p(P)] = [P'P] og [p(Q)e(P)] = [QP]. Par sem P’ og (' liggja & ¢ ba er
o(P') = P og p(Q) = Q. bar sem [P'Q] = [P'Q)] ba fest a0 APP'Q = Ap(P)P'Q,
sér i lagi er Zp(P)P'Q = ZPP'Q og bar sem ZPP'Q er rétt ba er Lo(P)PQ bad
einnig. Nu liggur P ekki &4 ¢ svo P er ekki kyrrapunktur ¢, pad er ¢(P) # P. Nu
eru til ndkveemlega tveir punktar R bannig ad [PP’] = [RP'] og [PQ] = [RQ)] og beir
liggja sitthvoru megin vid ¢, ljost er ad P er annar beirra og par sem ¢(P) # P ba er
©(P) hinn peirra. Sér i lagi liggja P og ¢(P) sitthvoru megin vido ¢. Petta synir ad
©(P) er speglun P um ¢, bad er p(P) = ref,(P).

bPar sem ¢(P) = refy(P) fyrir alla punkta P ba er ¢ = ref,.

P

p(P)

~

Setjum sem svo ad ¢ og m séu einhverjar linur. Ef A og B eru punktar pa er [ref,(A) ref,(B)
[AB] bar sem ref, er einsfiroun. Par sem ref,, er einsfirdun pa er [ref,, (ref,(A)) ref,, (ref,(B))] =
[refy(A) ref,(B)]. ba er [(ref,, oref,)(A)(ref,, orefy)(B)]
= [AB]. Dbetta synir a0 ref,, oref £ er einsfirdun. Eins feest a0 ref, oref,, oref £ er einsfirdun.

Ljost er a0 spegla tvisar sum sému linu tekur alla punkt { sjalfa sig, pad er ref, oref,, = id
fyrir allar linur n (id er samsendarvérpunin, id(P) = P fyrir alla punkta P). Sér i lagi eru
speglanir andhverfanlegar (beer eru andhverfur sjalfra sin).



Setjum sem svo ad P sé punktur. P& faest:

(ref, oref,, orefy)(P) = P <= ref,((vef, oref,, oref,)(P)) = ref,(P)
<= (ref,oref,oref,,)(ref,(P)) = ref,(P)
<= (idoref,,)(ref,(P)) = refy(P)
< ref,,(ref,(P)) = ref,(P)

Pad er P er kyrrapunktur ref, oref,, oref, ef og adeins ef ref,(P) er kyrrapunktur ref,,. Nu
er refy(P) kyrrapunktur m ef og adeins ef ref,(P) liggur & m. En ba liggur P = id(P) =
(ref, oref,)(P) = refy(ref,(P)) a ref,(m). Petta synir ad P er kyrrapunktur ref, oref,, oref,
ef og adeins ef P liggur & refy(m).

Vid héfum pvi synt ad ref, oref,, oref, = refet,(im)-

Skodum nuna demid. Gefnar eru linur ¢ og m. Linan n er speglun m um /¢, pad er
n = ref,(m). Punktur P er gefinn. Speglun P um ¢ er @), pad er ) = ref,(P). Speglun Q
um m er R, bad er R = ref,,(Q)). Speglun R um ¢ er S, pad er S = ref,(R). Pvi faest ad:

S = ref(vef,, (refo(P))) = (vefy oref,, orefy)(P) = refier, (m)(P) = ref,(P)

Pad er S er speglun P um n eins og syna atti.




