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Lausnir

Daemi 1
Eru til prjar priggja stafa jakvaedar heiltolur sem hafa alla tolustafina niu ¢lika og gefa samanlagt
20227

Lausn

Taknum tolustafi fyrstu télunnar med dy, dy, d3 pannig ad d; sé hundradssztid, dy tugasztid og
ds einingarsztid. Taknum eins tolustafi annarar télunnar med dy, ds, dg og sidustu télunnar med
d7,ds, dy. Latum c(z,y, z) = 100z + 10y + z. Vid viljum pa leysa

C(dl, dg, dg) + C(d4, d5, dG) + C(d7, dg, dg) = 2022
Tokum pessa jofnu matad vid 9 og faum
d1+d2+""|‘d956 (m0d9)

Vitum ad dy, ..., dy eru 6lik og taka gildi i {0,1,...,9}. Vid sleppum pvi ndkveemlega einu gildi i
{0,1,...,9}. Summa pessara talna matad vid 9 er 0. Pvi verdum vid ad sleppa t6lu sem gefur 6
begar han er dregin fra 9, p.e.a.s. vid sleppum 3. Matum ni naest vid 10 og faum

dg + dﬁ —+ dg =2 (mod 10)

Ef vid veljum ds, dg, dg sem minnst eru pau a.m.k. 0,1,2 sem hafa summu 3, svo ds + dg + dg >
0+1+42=23>2. Eins getum vid staerst valid 7,8,9svo d3 +dg+dyg <7+ 8+9 =24 < 32. bvi
er ds + dg + dg annad hvort 12 eda 22. Matum naest vid 100 og faum

Pvi er 10(ds + ds + dg) jafnt 10 eda 20 matad vid 100, p.e. dy + ds + dg er 0 eda 1 matad vid 10.
dy + d5 + dg er minnst 3 og mest 24 svo nG faest ad pad sé eitt af gildunum 10, 11,20, 21. Faum pa

10 < dy + ds + dg < 21 og 12<d3+ds+dy <22
100 < 10(dy + ds + dg) < 210 og 12<d3+ds+dy <22
112 < 10(dy + d5 + dg) + ds + dg + dg < 232

2022 — 232 < 100(dy + dy + d7) < 2022 — 112

1790 < 100(dy + dy + d7) < 1910

18<dy+dy+dy <19

FErul

Skodum nt moégulegu gildi dy + ds + ds + dg + d7 + dg. Utfra nidurstddum ad ofan getur petta bara
tekid gildin 30, 31,40 eda 41. Til pess ad deemid gangi upp parf petta gildi ad summunni dy + d5 + dg
samanlagdri ad vera 42. Par sem dy + ds + dg er eitt gildanna 10, 11, 20, 21 sjaum vid ad eina leidin
til ad pad gangi upp er

dy +dy+d7 =19
d2+d5+d8:11
ds + dg + dog = 12
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Reynum pa ad byrja & ad akvarda dy + ds + dg. Ef vid forum i gegnum allar leidir til ad velja prja
tolustafi medal {0,1,2,4,5,6,7,8,9} faest ad mogulegar lausnir eru

({0,2,9} ({0,4,8}

{2,8,9} {0,4,7} {0,5,7}

~ ) {4.6,9} ) {0,5,6} ~ ) {1,2,9}

{dy,dy, d7} = (4,7,8) Ady, ds, dg} = {1,2,8} Ads, dg, do} = 1,47}
{5,6,8} {1,4,6} {1,5,6}

({2,4,5} ({2,4,6}

Ef vid préfum pa faum vid ad ein lausn er

{di,dys,d7} = {2,8,9}
{ds,ds,ds} = {0,4,7}
{d37d67d9} = {17576}

Svarid vid spurningunni er pvi ja. Daemi um lausn er prjar slikar tolur er pvi til deemis 201, 845, 976.

O
Dami 2
Finnid dlikar jakvaedar heiltolur a, b, ¢ pannig ad
111
a b ¢

og pannig ad staerdin a + b* + ¢* verdi sem minnst.

Lausn 1

Ef ¢ = 1 pa faest jafnan le+ % = 1. Pa ma hvoki a né b vera 1, pvi spurt er um 6likar tolur. Ef
annadhvort a eda b er 2 pyrfti hin lika ad vera 2, og pa ekki dlikar. Pvi eru baedi a > 3 og b > 3,
sem gefur é —l—% < % < 1. Svo tilvilkid ¢ = 1 gefur engar lausnir & jofnunni.

Ef ¢ = 2 pa faest jafnan % + % = % sem jafngildir ad 2(a + b) = ab, svo annadhvort a eda b er slétt
tala.

Segjum sem svo ad a sé slétt.

e Ef a =2 pa faest %—l— % =3, en % getur ekki ordid 0.

1
21
o Ef a =4 pa faest { + 3 = 3, og pa parf b lika ad vera 4, og a og b eru ekki 6lik.
1
2,

. Efa:6béfaest%+%: og pa faest b = 3.
Athugum ad fyrir brenndina (a, b,c) = (6,3,2) er a + b + ¢3 = 23.
1 1 1 )
Athugum ad (a,b,c) = (6,3,2) uppfyllir ad G + 375 Paera+b*+c3=6+3%+2% =23
Athugum ad ef ¢ > 3 paer a + b* + ¢ > 3 > 3% = 27. Svo lagmarkinu er nad pegar ¢ = 2.

Efb>4dera+b*+c3=a+16+8 > 23, svo bad kemur ekki til greina, og heldur ekki b = 1 eda
b=2.



1 1 1
Pvi er lausnin (a,b,c) = (6,3,2) a jéfnunni — + = st sem gefur minnsta gildid & staerdinni
a c

a+b*+c3. m

Lausn 2
Athugum ad (a,b,c) = (6,3,2) uppfyllir ad ; + 5 = 3.
Padera+ b+ =6+3%2+23 =23

Athugum ad ef ¢ > 3 baer a + b*> + ¢ > ¢ > 3% = 27. Svo lagmarkinu er nad pegar c = 1 eda
c=2.

1 1
1. Ef ¢ = 1 pa faest jafnan _+E = 1 sem jafngildir ad a+b = ab, sem jafngildir ad (a—1)(b—1) =
a
1. NG eru a—1 og b—1 heiltolur og paer eru badar deilari1. Svoa—1=+1o0gb—1= +1.
En pvia,b#0era=2o0gb=2. Enaogb eru pa sama talan.

1 1 1
2. Ef ¢ = 2 pa feest jafnan — + 5 = g sem jafngildir ad 2a + 2b = ab, sem aftur jafngildir ad
a
(a—2)(b—2)=4. Par sem a — 2 og b — 2 eru heiltdlur er

(a—2,b—2) e {(-4,-1),(-2,-2),(—1,-4),(1,4),(2,2),(4,1)}
Svo

(CL, b) € {(_27 1)? (07 0)7 (17 _2)7 (37 6)? (47 4)7 (67 3)}

Pvi a og b eru 6likar jakvaedar heiltdlur koma adeins tveer lausnir til greina; (a,b,c) = (3,6, 2)
og (a,b,c) = (6,3,2). Ef (a,b,c) = (3,6,2) paera+ 0>+ =3+ 6%+ 2% =47, og ef
(a,b,c) = (6,3,2) paera+b*+c* =6+ 3%+ 2% = 23.

Minnsta gildid & staerdinni a+b*+ ¢* faest pvi fyrir lausnina (a, b, ¢) = (6,3,2) a jofnunni 1 + 1 =

Dn.h—t

Lausn 3

Sjaum ad a = 6,b = 3,c = 2 er lausn. Synum ad han lagmarki a + b + ¢*. Fyrir pessa lausn er
betta gildi 23. Ef ¢ > 3 er ¢ > 27 svo vid verdum ad hafa ¢ < 2 til ad na < 23. Ef ¢ = 1 eru
a,b>2svoa b7 <271 Pviyrdum vid ad hafa a = b = 2 sem gengur ekki. Faum pvi ad ¢ = 2.
Viljum bvi hafa a + b? < 15, svo b < 3. Ef b < 3 er vinstri hlidin stzerri en hagri sem gengur ekki.
Verdum pvi ad hafa b = 3, en pa faest upphaflega lausnin. O
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Daemi 3
Hver er mesti fjoldi bata sem faest pegar hringskifu er skipt med 6 beinum linum?

Lausn 1

Pegar vid teiknum linu inni i hringskifunni skiptum vid hverju einasta svaedi sem vid férum i gegnum
i tvennt. Tokum lika eftir pvi ad pegar vid forum eftir linunni fra 6drum jadrinum ad hinum skiptum
um svaedi sem vid ferdumst um ef og adeins ef vid skerum linu sem fyrir er. Ef vid skerum fleiri
en eina linu samtimis skiptum vid samt bara einu sinni um svadi. Fjoldi svaeda sem vid skiptum
i tvennt er pvi svaedid sem vid byrjum i auk eins svaedis fyrir hvern skurdpunkt lina sem myndast.
Svo pegar vid teiknum n-tu linuna getur pvi svaedunum i mesta lagi fjolgad um n ef vid skerum allar
linurnar sem fyrir eru.



Adur en fyrsta linan er teiknud er eitt svaedi i hringskifunni. Hamark fjolda svaeda eftir ad sex linur
hafa verid teiknadar er pvi

14+1+24+3+4+5+6=22

NG eigum vid bara eftir ad syna haegt sé ad skipta hringskifunni i 22 svaedi. Pad eina sem vid
burfum ad syna er ad haegt sé ad teikna 6 linur pannig sérhverjar tvaer skerist og engar prjar skerist
i sama punkti. Pad audvelt ad gera i 6takmorkudu plani ef vid baetum vid linu pannig ad allir
skurdpunktarnir sem komnir eru lendi sdmu megin vid linuna og ef han er ekki samsida neinni af
linunum sem fyrir eru. Pegar vid erum bain ad teikna sex linur i planinu sem uppfylla skilyrdin
teiknum vid svo hringskifuna eftir & pannig ad allir skurdpunktarnir lenda innan hringskifunnar.

Onnur leid til ad syna ad haegt er ad skipta hringskifunni i 22 svaedi er ad syna pad & mynd:

Mesti fjolda bata sem haegt er ad fa pegar hringskifu er skipt med 6 beinum linum er pvi 22. ]

Lausn 2
Vid byrjum & pvi ad gera eftirfarandi athugun. Tveir punktar eru &4 sama bat ef og adeins ef beir
liggja sdmu megin vid sérhverja linanna.

Gerum rad fyrir ad hringskifunni hafi verid skipt med einhverjum fjélda lina. Gerum rad fyrir ad P
og (@ séu einhverjir tveir punktar & sama buti (svaedi). Pa liggur linustrikid PQ innan i hringskifunni.
Ef P og Q liggja sdomu megin vid sérhverja linu pa sker P() enga linanna og pbad synir ad P og )
liggja innan sama buts. Setjum naest sem svo ad P og () liggi sitthvoru megin vid einhverja linanna.
Pa skera allir ferlar milli P og @ pa linu sem synir ad pa liggja P og @ ekki innan sama svadisins.

Synum ni med prepun & n € N ad mesti fjoldi svaeda faest pegar sérhver lina sker sérhverja adra
linu og ad allir skurdpunktarnir eru élikir. Vid synum enn fremur ad ef vid hofum s svaedi pegar vid
hofum dregid n linur pa hdfum vid i mesta lagi s + n + 2 svaedi pegar vid baetum n + 1-stu linunni
vid.

1. Fyrir n = 0 er stadhafing augljéslega rétt pvi pad er er adeins ein leid til ad teikna eina linu
og sé engin lina dregin pa er hringskifunni skipt i nakvaemlega einn hluta. Svo er ljést ad ef
vid drogum linu um hringskifuna pa verda hlutarnir tveir.

2. Gerum rad fyrir ad stadhafingin hafi verid sénnud fyrir n € N. Gerum rad fyrir ad hringskifunni
hafi verid skipt i n svaedi med n linum. Ef vid drogum n + 1-stu linuna pa sker si lina sérhverja
hina linanna i mesta lagi einum punkti (6likar linur geta ekki haft fleiri en einn skurdpunkt) og
bvi sést ad fjoldi slikra skurdpunkta & er minni eda jafn n. k skurdpunktar & nyju linunni skipta



henni i k+ 1 hluta og sérhverjir tveir hlutar liggja sitthvoru megin vid einhverja hinna linanna.
Petta synir ad nyja linan liggur um k& + 1 af gémlu svaedunum. Pegar vid dréogum n + 1-stu
linuna pa héldum vid peim svaeedum sem nyja linan liggur ekki um 6breyttum en sérhvert svaedi
sem nyja linan liggur um verdur ad tveimur svaedum, sitt hvoru megin vid nyju linuna. Fjoldi
svaeda pegar nyja linan hefur verid dregin er pvi s — (k + 1) +2(k+ 1) = s+ k+ 1. Par
sem k < n pa faest ad fjoldi sveda verdur i mesta lagi x + n + 1 eftir ad nyja linan hefur
verid dregin og slikt gerist ef og adeins ef nyja linan sker sérhverja gdmlu linanna i 6likum
skurdpunktum.

Gerum rad fyrir ad vid getum fundid n linur pannig ad sérhver peirra sker sérhverja adra peirra
og allir skurdpunktarnir eru 6likir. Merkjum skurdpunkta linanna vid jadar hringskifunnar.
Pannig fast 2n skurdpunktar pvi par sem sérhverjar tveer linanna skerast og hafa pvi 6lika
skurdpunkta vid jadarinn. Latum A og B vera skurdpunkt einhverrar linanna ¢ vid jadarinn.
Pa skipta A og B jadri hringskifunnar i tvo boga. Par sem sérhver hinna linanna sker ¢ pa
faest ad endapunktar hinna linanna liggja sitthvoru megin vid ¢, pad er endapunktar hinna
linanna liggja a sitthvorum boganum sem A og B skipta jadrinum i. Petta synir ad pad liggja
jafnmargir skurdpunktar hinna linanna vid jadar hringskifunnar 4 hvorum boganum sem A og B
skipta jadrinum i. Petta synir ad hvor boganna sem A og B skipta jadrinum i jafnmarga hluta.
Par sem 2n punktar skipta jadrinum i 2n hluta pa alyktum vid ad gagnstaedir hringbogar (bad
eru hringbogar sem hafa jafnmarga hringboga & milli sin i badar attir) liggja sitthvoru megin
vi0 sérhverja linanna. Veljum punkt C' i einhverjum hringboganna. Ef D er einhver punktur
i métleegum hringboga pa sker linan C'D sérhverja hinna n-linnanna. Par sem & sérhverjum
boga liggja éendanlega margir punktar pa getum vid valid D pannig ad linan CD liggi ekki
um neinn gémlu skurdpunktanna. Par af leidir ad skurdpunktar C'D vid hinar n-linurnar eru
allir ¢likir. Petta synir ad vid getum fundid n+ 1 linu sem allar skerast og allir skurdpunktarnir
eru olikir.

Latum na S, vera mesta fjolda svaeda sem n-linur geta skipt hringskifunni i. Vid héfum ad Sy =1
og vid héfum sannad ad S, ;1 = S, +n+ 1 fyrir 6ll n € N. Med prepun & n € N faest pvi ad
Sp = % fyrir 6ll n € N,

n?4+n+2 __ 024042
2 - 2

1. Fyrirn=0paer So=1og = 1 svo petta gildir fyrir n = 0.

2. Setjum nd sem svo ad S, = % fyrir eitthvert n € N. Pa faest:

Sn+1:Sn+n+1

n®>+n—+2
:T+n+1
n®>+3n+4
2

n+2n+1+n+1+2
2

C (n+ 1P+ (n+1)+2

2

Sem synir ad S,, = % fyrir 6ll n € N,
Vid vorum bedin um ad reikna Sg = % = 22.

Vid hofum pvi synt ad skipta ma hringskifu i mesta lagi 22 hluta med 6 linum.
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[ lausninni hér ad ofan er daemi um skiptingu & hringskifu i 22 hluta med 6 linum. O

Dami 4

Atli og Fanney spila leik & rétthyrndu bordi. Pau byrja med autt bord og leika til skiptis. Umferd
fer svo fram ad leikmadur litar einn eda fleiri reiti sem allir eru Gr sému linu eda sama dalki. Adeins
ma lita hvern reit einu sinni. S& vinnur sem litar sidasta reitinn. Atli byrjar.

(a) Hvort peirra hefur drugga siguradferd a 4 x 6 reita bordi?

(b) Hvort peirra hefur drugga siguradferd a 5 x 6 reita bordi?

Lausn

Skodum bord af staerd n x m. Synum ad ef n og m eru slétt sigri avallt seinni leikmadur. Vid gerum
bad med pvi ad spegla alltaf leik fyrri leikmanns. 1 byrjun er bordid samhverft um midju, pvi allir
reitir eru audir. Ef fyrri leikmadur leikur i reiti (i, 7) leikum vid pa i reiti (n +1—4d,m+ 1 — j).
Athugum ad ef fyrri leikmadur leikur i linu i verdur okkar leikur i linu n + 1 — 4. Til pess ad petta
sé sama linan pyrftii =n + 1 — 1, p.e. 20 =n+ 1. En n er slétt, svo petta getur ekki gerst. Pvi
erum vid ad leika i adra linu. Sama roksemdafeersla gildir ef fyrri leikmadurinn leikur i dalk j. Pvi
skarast okkar leikur ekki vid leik andstaedingsins. Enn fremur er okkar leikur avallt [6glegur ef leikur
andstaedingsins er pad pvi bordid verdur samhverft um midju eftir hvern leik okkar. Par med héfum
vid svar vid sérhverjum leik andstadingsins, svo vid getum ekki tapad.

Synum ni naest ad ef ndkvaemlega annad hvort n eda m er slétt vinnur fyrri leikmadur alltaf. Sa
leikmadur getur pa byrjad a ad fylla at dalk eda linu i heild sinni svo bordid sem er eftir mun hafa
n og m badi slétt. Pa er hann seinni leikmadur i leiknum & pessu smaerra bordi og mun pvi vinna
samkvaemt nidurstddum ad ofan. ]

Daemi 5

Gefinn er hringur Q og punktur A & €2. Annar punktur B liggur & hringnum 2 og hringurinn T’
med midju B og geisla |AB| sker Q aftur i C'. Hringurinn T's med midju A og geisla |AC| sker T';
aftur i D. Synid ad linan AD sé snertill vid Q.

Lausn 1

Par sem C og D liggja a hring med midju A er |[AC| = |DA|. bar sem A,B, C liggja a hring
med midju B eru |BC| = |BA| og |AB| = |CB|. Samkvaemt prihyrningareglu eru prihyrningarnir
ANABC og ADBA einslaga. Sér i lagi er ZACB = ZBAD. Par sem C og D liggja sitthvoru
megin vid linuna AB pa faest ad hornin LZACB og ZBAD hafa somu stefnu.

Par med er ZBAD strengsnertilshorn vid hringinn €, svo ad linan AD er snertill vid €2, eins og
sanna atti.

]

Lausn 2

Gefinn er hringur Q og punktur A & €2. Annar punktur B liggur & hringnum 2 og hringurinn T’
med midju B og geisla |AB| sker Q aftur i C. Hringurinn 'y med midju A og geisla |AC| sker T’y
aftur i D. Latum O vera midju .

Fyrir halflinur ¢ og m med sama endapunkt P pa latum vid pp(¢, m) vera snaninginn sem tekur ¢ i
m. Vid notum = til ad tdkna ad tveir snaningar séu jafstérir i sdmu stefnu an pess pé ad peir purfi
ad hafa somu midju.



Par sem A og C eru skurdpunktar 2 og I'; med midjur O og B, i bessari r60, pa faest ad C' er
speglun A um linuna OB. Pvi faest ad po ([0, A) , [O, B)) = po ([0, B) , [0, C)). Parsem C og D
eru skurdpunktar I'; og I'y med midjur B og A, i pessari r6d pa faest ad D er speglun C' um linuna
AB. bar med faest ad pa(([A, B),[A,C)) = pa ([A, D) ,[A, B)). betta synir ad

Po ([O7A> ) [07 C)) = pPo ([07B> ) [O7C>>2

og
PA ([Aa D> ) [A>C>) = pPA ([Aa B> ) [Av O>)2

Par sem O er midja Q og A, B og C liggja a Q) pa leidir af setningu um ferilhorn vid hring ad
pa([A,B),[A,C))" = po (0. B).[0,C))

Vid héfum pvi
PA ([Av D> ) [A’ C>) = po ([07 B> ) [Ov C))

Af setningu um hornamummu prihyrninga leidir ad
po ([0, 4),[0,C)) o pc ([C,0),[C, A)) 0 pa([4,C),[A,0)) =0

bar sem o er halfur snaningur.
Par sem AAOC er jafnarma med topppunkt O pa faest ad

pc ([Ov O> ) [07 A>) = pA ([A7 O) ) [A7 O))

Par sem po (10, 4),[0,C)) = po ([0, B),[0,0))* = pa ([A, D) ,[A,C))" ba feest

(po ([A4,0),[A, D)))” = (pa ([A, D) [A,C)) 0 pa ([A, C) ,[A,0)))°
= (pa ([A. D), [A,0)) 0 (pa ([A.C) , [4,0)))°
=0 ([0, 4),10,C)) 0 pc ([C, 0),[C, A)) 0 pa([4,C) , [A, 0))

Pad er ef vid beitum sniningunum

Po ([A7O> ) [A, D>)
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tvisar pa faum vid halfan snding. Petta snynir ad po ([4, O),[A, D)) er snaningur um rétt horn.
Sér i lagi er ZOAD rétt. Par sem O er midja §2 pydir petta ad linan AD er snertill vid Qi A. [

Daemi 6
Gefin er a € Q. Akvarda skal &ll foll f: Q. — Q, pannig ad fyrir 6ll 2,y € Q. gildi ad

f(§+y) =%+f(y)+al’

Mengid Q. er mengi allra jakvaedra raedra talna.

Lausn
Setjum x — x, y — x inn i jéfnuna og faum

Flat 1) =1 (2 a) = 2 4 1o+ an = flo) a1

Ef vid beitum pessari jofnu itrekad feest fyrir x € Q, og n € N:

—

3

[l +n) = f(z) (f(x+m+1) = f(z+m))

3
Il
=)

i
L

a(x +m) +1

=(ax+1)- (nz_:l) —|—a<n2_:m)

n(n—1)
2

3
Il
=)

=(ax+1)-n+a-

bad er
f(x+n):f(x)+anx+w+n (1)

Gerum rad fyrir ad n € Ny og setjum = — nz og y — x og faum

f(nz)
f(z)

f(x+n):f<%+m>: + f(x) + anx

asamt ((1]) gefur petta
f(nz) an(n—1)

f@ 2

+n (2)

bvi lidirnir f(x) og anz styttast at.
Vid purfum bara ad nota og fyrir n < 4 til ad akvarda hvad a parf ad vera og til ad akvarda
gildi f(1) en jofnuar koma ad gédum notum i sidustu skrefum lausnarinnar.

Setjum na (z +— z, n > 4), (z — 2z, n— 2) og (z +— z, n— 2) inn i (2)) og faum

fz) _ f22) f(20)
i)~ fea) i@

6a +4 = =(a+2)?*=d*+4a+4
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svo a(a —2) = a* — 2a = 0.
Par sem a er jakvaed raed tala er hefur fallajafnan enga lausn nema ef gefna talan a = 2.
Vid getum hédan i fra gert rad fyrir ad a = 2. Pa faest ad (1)) jafngildir

f(n+n) = f(x) + 2nz +n? (3)
og () jafngildir

Setjum ni z — 1 og n > 1 inn i (3)) pa faest

Setjum svo x — 1 og n+— 2 inn i (4)) og faum

f2) _ f1)+3 3
4 = = — -

[T R (Y
svo f(1) = 1.
Setjum naest x + 1, n+— n inn i ba faest

_f(n) _
Latu na z og y vera heiltdlur pa gefur upphaflega fallajafnan
f i i
f (§+y> = %+f(y)+2x= %+y2+2x: (g) + 9 + 2z

Pa gefur ad vinstri hlidin verdur

/ (£+y> =f (f) +2y£+y(y—1)+y:f (£> + 4 + 2.
Y Y Yy Y
Saman gefa sidustu tvaer j6fnur ad
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Sannreynum na ad f(z) = x? sé lausn & upprunalegu fallajéfnunni ef a = 2.
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f(fﬂ/) - (fﬂ/) — T a2 = Iy s
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svo fallajofnunni er fullnaegt.

Ef a # 2 pa uppfyllir ekkert fall fallajéfnuna en ef a = 2 paer f : Q. — Q4, x — 2?2 eina fallid
sem leysir fallajéfnuna. ]



