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Lausnir & deemum i arslitakeppni

Daemi 1
Finnid o6ll por jakvaedra heiltalna (a,b) med a < b pannig ad

(1) 9

Lausn: Margféldum beggja vegna jafnadarmerkis med ab. Umritud jafna verdur pa 2. stigs

jafna i staerdinni ab:
ab (a + 9) (b+ 9) = 25ab
b a

(ab+ 6)(ab + 6) = 25ab
svo (ab)? — 13(ab) +26 =0
og pvi (ab—4)(ab—9)=0

Svo ab = 4 eda ab = 9. Ef ab = 4 pa verdur parid (a,b) = (1,4) eda (a,b) = (2,2). Ef
ab =9 pa verdur parid (a,b) = (1,9) eda (a,b) = (3,3). Adrir eru mdguleikarnir ekki.

Daemi 2
Jafnhlida prihyrningur RST er innritadur i jafnhlida prihyrning ABC' bannig ad RS er hornrétt
a AB. Finnid flatarmal RST med tilliti til flatarmals ABC'.

C
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Lausn: Par sem prihyrningur ABC' er jafnhlida pa eru &ll horn hans 60° og par sem RS er
hornrétt & AB pa er prihyrningurinn SBR 30° — 60° — 90° prihyrningur og pvi er SB = 2RB.
Na er prihyrningur RST jafnhlida, svo 6ll horn hans eru 60° og pvi eru prihyrningar TC'S og
RAT einnig 30° — 60° — 90° og par sem RS = ST = TR eru beir einnig jafn stérir SBR.
Punktarnir R, S og T skipta pvi hlidum prihyrningsins ABC' i hlutféllum 1 : 2. Ef AB = 3x
ba er SB = 2z, RB = x og bvi SR = v/3z. Hlidarlengdir prihyrninganna ABC og RST eru
bvi i hlutféllum 1 : v/3 og flatarmal prihyrninganna pvi i hlutféllum 1 : 3. Svo flatarmal RST
er 1/3 flatarmals ABC.



Daemi 3
Finnid allar jakvaedar heiltolur n pannig ad

n=ds+dj

bar sem 1 = d; < dy < d3 eru minnstu deilar n.

Lausn: Jakvatt heiltdluveldi oddatdlu er oddatala og jakveett heiltluveldi sléttrar tolu er
slétt tala. P4 er ljést ad n getur ekki verid oddatala, pvi pa yrdi dnnur talnanna d3 eda d3 ad
vera slétt tala; deilanleg med 2 og par med veeri n deilanleg med 2. Svo ad n er slétt tala og
dy = 2. Pa verdur dj einnig ad vera slétt tala, svo ds er pvi slétt tala. bar sem d3 > d, pa
verdur d3 = 4. (Ef dg veeri steerri slétt tala, d3 = 2k, pa vaeri k deilir staerri en 2 og minni en
d3.) Pa er synt ad n = 2% + 43 = 68.

Dami 4

Latum C vera hring med midju M og P # M vera punkt i sléttunni (i sama tvivida fleti).
Sérhver lina sem liggur i gegnum P og sker hringinn C, akvardar streng i hringnum. Synid ad
midpunktar allra pessara strengja liggi a einum og sama hringnum.

o~

ma

P M M

Lausn: Lina gegnum P og M &akvardar midstreng i hringnum C' svo midja gefna hringsins C'
er einn pessara midpunkta. Ef na [ er einhver lina gegnum P sem sker C' i tveimur punktum
A og B og mup er midpunktur tilsvarandi strengs AB pa er Mmp hornrétt a [. Petta
sést & pvi ad prihyrningurinn M AB er jafnarma og par sem m p er midpunktur AB pa eru
brihyrningarnir M Am 45 og M Bm 45 nakvaemlega jafnir svo hornin ZMm 5 A og ZMmagB
eru jafn stér. Til samans eru hornin 180° og hvort um sig pvi 90°.

Prihyrningurinn Mm g P er pvi alltaf rétthyrndur prihyrningur sama hvar linan [ sker C' i A
og B. Punktarnir m,p liggja pvi & hring med midstreng M P.

Athugid ad ekki skiptir mali hvort P liggur utan vid hringinn C' eda innan i honum, pessi lausn
gildir 6had legu P, eins og myndirnar syna.

Demi 5
Finnid allar runur jakvaedra heiltalna ay, as, as, ... pannig ad eftirfarandi gildir:

1) amin — 1 gengur upp i a,, + a, fyrir 6ll m og n.
2) n? — a, er 2. veldi heillar tlu fyrir 8ll n.

Lausn: Tokum eftir ad samkvaemt skilyrdi 2) er 12 — a; annad veldi heillar télu og pvi > 0.
Par sem a; er jakvaed heiltala pa verdur a; = 1. Samkvaemt skilyrdi 1) gengur as — 1 upp i
a1+ay = 2, svo as — 1 er annad hvort 1 eda 2 og pvi er a, annad hvort 2 eda 3. En samkvaemt
skilyrdi 2) pa er 22 — ay = 4 — ay annad veldi heillar télu, svo ay # 2. bvi er ay = 3.



A svipadan hatt ma syna ad az = 5. Svo litur Gt sem runan ay, as, as, . . . sé runa oddatalna.
Pn): a,=2n-1

Vid héfum pegar synt ad P(1) er sonn fullyrding, a; =1=2-1—1.

Gerum na rad fyrir ad P(n) sé sénn fullyrding; a,, = 2n—1. Vid viljum syna ad pa sé P(n+1)
einnig sonn fullyrding, ad a,, 11 = 2(n+1) — 1 = 2n + 1. Skv. skilyrdi 1) pa gengur a,+1 — 1
uppia,+a;=2n—1)+1=2nsvo a,11 —1 < 2n og pvier a,;1 < 2n+ 1. Skv. skilyrdi
2) baer (n+1)? — a,,1 annad veldi heillar télu og pvi er (n+1)? — a,;1 < n?, naesta annad
veldi heillar télu fyrir nedan (n + 1)%. Pad er ad segja n? + 2n + 1 — a,+1 < n? og pvi er
2n+1<a,y1. Paersyntad 2n+ 1< a, 1 <2n+1svo a,4 1 = 2n + 1.

Vid héfum pa synt ad fullyrding P(n) er sonn fyrir n = 1 og ad P(n+ 1) er sdnn hvenaer sem
P(n) er sonn. Samkvaemt reglu um prepasonnun pa er fullrding P(n) sénn fyrir allar jakvaedar
heiltolur.

Dami 6 Vid hofum 8 x 8 reita skakbord og nég af pedum. A hve marga mismunandi vegu
ma velja reiti & bordinu og setja eitt ped a hvern valinn reit, pannig ad fjoldi peda i sérhverri
linu og sérhverjum dalki verdi oddatala?

Lausn: A ba 49 reiti sem samanstanda af fyrstu 7 rédum og fyrstu 7 dalkum skakbordsins
ma stilla pedunum upp 4 2*° mismunandi vegu. Petta sést af pvi ad fyrir hvern reit eru
moguleikarnir tveir; annadhvort er pedi stillt & reitinn eda ekki. Fyrir 49 slika reiti er pvi
heildarfjoldi moguleika 249, Notum na fyrstu sjo reiti 8. radar til ad tryggja ad fjolda peda i
fyrstu 7 dalkum verdi oddatala. Petta er haegt ad gera &4 adeins einn veg. Notum svo 8.
dalkinn til ad tryggja ad fjoldi peda i 6llum r6dum sé oddatala. Petta er einnig haegt ad gera
a adeins einn veg.

NG er tryggt ad fjoldi peda i 6llum rédum er oddatala og fjoldi peda i fyrstu sjo dalkum er
oddatala. Hvad med 8. dalk? Ef heildarfjoldi peda & bordinu er talin rdd fyrir r6d pa er fjoldin
summa atta oddatalna og pvi slétt tala. Heildarfjoldi fyrstu sj6 dalka er summa sjé oddatalna
sem er oddatala svo til ad heildarfjoldi peda & bordinu sé slétt tala pa verdur fjoldi peda i 8.
dalki ad vera oddatala.

Fyrir hverja af peim 249 uppstillingum a 7 x 7 bord fyrstu sjo rada og dalka b4 ma, 4 adeins
einn veg, fylla bordid pannig ad allar radir og allir dalka hafi oddatdlufjolda peda. Heildarfjoldi
uppstillinga er pvi 249



