37. Norraena Steerdfreedikeppnin

Meintar lausnir

Fimmtudagurinn 30. mars 2023

Daemi 1 Alisa og Bina hafa eitthundrad glerkalur. I upphafi leiks skipta peer
pessum hundrad kdlum i tveer hragur. Par 4 eftir hefst leikurinn. Leikmadur sem
4 leik velur adra af hragunum og fjarlegir svo tur henni jakvaedan heiltélufjélda
kilna ar peirri hrigu, en pé ekki fleiri en helming kilanna i peirri hrigu. Fyrsti
leikmadurinn sem ekki getur fjarleegt neinar kilur tapar leiknum. Leikmennirnir
skiptast 4 a0 leika og Alisa leikur fyrsta leikinn. Finnid allar upphafsteerdir &
hragunum pannig ad Bina hafi 6rugga vinningsleid.

Lausn Vid kéllum stédu 1 leiknum tvenndina (a, b) par sem a og b er fjoldi kiala
i hragunum vio upphaf peirrar umferdar pess sem & leik. Vid segjum ad stada
sé vinningstada ef sa sem & leik getur pvingad fram sigur en annars ad stadan sé
tapstada. Stadan (1,1) er tapstada bvi sa ekki er unnt ad fjarleegja neina kulu
ur hvorugri hrigunni. Stada er vinningstada ef med leik ma skilja eftir tapstoou.
Eins er stada tapstada ef allir leifilegir leikir leida til vinningsstéou.

Fyrir sérhver a,b € N ba latum vid 2™ og 2" vera haestu veldi af 2 sem ganga
upp { a+1 og b+1 1 bessari 160. Pa eru %L og 2t oddatélur svo SEL = 25+ 1
og L =2t +1 bar sem s,t € N. Vid getum pvi ritad a = (25 +1) - 2™ — 1 og
b= (2t+1)-2™—1 & otvirsedan hatt bar sem m,n, s, ¢ € N. Synum nd ad stada
(a,b) = ((2s+1)-2™ —1,(2t+1)-2™ —1) sé tapstada ef og adeins ef s = ¢. Vid
sonnum petta med prepun & a + b.

Setjum sem svo ad betta gildi fyrir allar stédur (a,b), a + b < N bar sem
N € N. Setjum sem svo ad a +b = N + 1. Latum a = (2s +1) - 2™ — 1 og
b= (2t+1)-2" — 1. Skiptum i tilvik:

1. Gerum rad fyrir ad s # t. An skerdingar 4 vidgildi ma gera rad fyrir ad
s < t bvi annars meetti vixla 4 hrigunum. Paer (2s+1)-2° = (2s+1) <
(2t +1) < (2t +1)-2". Latum k vera steerstu heiltéluna pannig ad
(2s+1)-2F < (2t +1)-2" Paer (2s+1)-2¥1 > (2t + 1) - 2". Par sem
s#tbaer (2s+1)-2F < (2t 4+1)-2". Pvier

2-(((2t41)-2" —1) = ((2s +1)-2F — 1))
=((2t+1)-2" 1) —(((2s+1)-2F —1) — (2t +1)-2" = 1) - 1)
<((2t+1)-2"—1)

Petta synir ad sa sem 4 leik kemst i st6duna (a,c) = ((2s+1)-2™—1, (2s+
1)-2F — 1) og bar sem a + ¢ < a + b bé er frest af prepunarforsendu ad
(a,c) sé tapstada. Petta synir ad (a,b) sé vinningsstada.

2. Gerum rad fyrir ad s = ¢. Setjum sem svo ad vid tékum zx kalur ar
fyrri hrigunni. P& er 2z < a. P& endar hann med ¢ = a — z kalur.

Pa er 2¢ > a. Ef (c,b) veeri tapstada ba fengist af prepunarforsendu ad
c=(2s+1)-28 —1fyrir k € N. Naerc<asvok <m—1. Pvier



2c=(25+1)- 281 -2 < (25 +1)-2™ — 1 = a en bad er motsdgn. Petta
synir ad (¢, b) vinningsstada. Med sama heaetti fengist vinningstada ef tekid
er ur seinni hragunni. Vid alyktum ad (a,b) sé tapstada.

Med prepun 4 a +b = N ad (a,b) sé tapstada ef og adeins ef (a,b) = ((2s+1) -
2m 1, (25 +1)-2" — 1).

Nu & Bina 6rugga vinningsleid ef og adeins ef Alisa byrjar i tapstodu. Petta
synir ad Bina 4 6rugga vinningsleid ef og adeins ef staerdir hriganna a, b fullnsegja
(a,b) = ((2s+1)-2™—1,(2s+1)-2" — 1) og a+ b = 100. Vid erum bvi ad leita
ad s,m,n € N bannig ad ((2s +1)-2™ — 1) + ((2t +1) - 2" — 1) = 100. Pad er
(2s+1)(2™ 4 2™) = 102. Nu er 2s + 1 oddatala. Frumpattun 102 er 2-3 - 17
svooddadeilar 102 eru 1, 3, 17 og 51.

Vid skiptum bvi i fjogur tilvik:

1. Gerum rad fyrir ad (2s +1) = 1. Paer s = 0 og 2™ + 2" = 102 =

21 + 922 4 25 4 96 sem er summa fleiri en tveggja velda af 2 svo pessi jafna
hefur enga heiltélurlausn.

2. Gerum 14d fyrir ad (2s+1) = 3. baer s = 1 0g 2™ +2" = 34 = 21 425 svo
(m,n) = (1,5) eda (m,n) = (5,1). Paer (a,b) = (3-2—1,3-32—1) = (5, 95)
eda (a,b) =(3-32—-1,3-2—-1)=(95,5).

3. Gerum 1ad fyrir ad (2s+1) = 17. Paer s =8 0g 2™ +2" = 6 = 21 +22 svo
(m,n) = (1,2) eda (m,n) = (2,1). Paer (a,b) =(17-2—-1,17-4—-1) =
(33,67) eda (a,b) = (17-4—1,17-2 — 1) = (67, 33).

4. Gerum rad fyrir ad (2s + 1) = 51. Paer s = 25 og 2™ + 2" = 2 = 20 4 20
svo (m,n) = (0,0). Paer (a,b) =(51-1—-1,51-1—1) = (50, 50).

baer hrugskiptingar (a,b) par sem Bina hefur vinningsleid eru bvi (5,95),
(33,67), (50,50), (67,33), (95,5).

Dami 2 Latum N, takna mengi jaékveedra heiltalna. Finnid o6ll foll f: Ny —
N, bannig ad

ged(f(2),y) f(wy) = f(z)f(y) (1)

fyrir 6ll z,y € Ny. (Ef a og b eru heiltélur ba stendur ged(a,b) fyrir stersta
samdeili beirra).

Lausn Setjum z — y og y — x { jofnu (1). Pa feest

ged(z, f(y) f(zy) = f(z)f(y)-

Med bvi ad bera saman vid jofnu (1) ba feest

ged(f(x),y) = ged(z, f(y)) (2)
Setjum y — f(x) i jofnu (2) og faum
f(@) = ged(f(2), f(x)) = ged(z, f(f(2))) (3)

Nu gengur ged(z, f(f(x))) upp i « svo f(z) gengur upp { « fyrir 61l z € N;. Af
bessu sést strax ad f(1) = 1.

Ef p er frumtala b4 eru 1 og p einu tolurnar sem ganga upp i p svo f(p) =p
eda f(p) = 1. Gerum rad fyrir ad m € N sé nattarleg tala. Skodum nu tilvik:



1. Gerum rad fyrir ad f(p) = 1. Pa er ged(f(p),m) = ged(1l,m) = 1. Pvi
fest af jofon (1) ad f(pm) = £(p)f(m) = £(m).

2. Gerum rad fyrir ad f(p) = 1. Skiptum i tilvik eftir pvi hvort p gangi upp
i m eda ekki.

(a) Gerum rad fyrir ad p gangi ekki upp i m. Pa er ged(f(p),m) =
ged(p,m) = 1. Pvi faest af jofnu (1) ad f(pm) = f(p)f(m) = pf(m).
(b) Gerum rad fyrir ad p gangi upp i m. Paer ged(f(p), m) = ged(p, m) =

p. bvi feest af jofnu (1) ad pf(pm) = pf(m) svo f(pm) = f(m).
Med prepun 4 k € N feest ad ef m = p* - n bar sem p er ekki pattur i n
ba er f(m) = f(p)™»*D . f(n). Vid faum bvi ad ef m hefur frumpattun m =
Pt ps? - pRF, bar sem pi, pa, ..., pi eru olikar frumtolur og eq, ez, ..., e, € Ny
baer f(m) = f(p1)f(p2)--- f(pg). Fryrir hverja frumtdlu p getum valid & milli

bess ad setja f(p) =1 eda f(p) = p.

Athugum nu hvort fall f sem er skilgreint med pessum haettin fullneegi fal-
lajéfnunni (1). Gerum rad fyrir ad =,y € N neegilegt er ad ganga ur skugga
um ad veldisvisir hverrar furmtolu p sé sa sami hvoru megin jafnardarmerkisins.
Gerum rad fyrir ad p sé frumtala og latum v,(n) vera veldisvisis heesta veldis af

p sem gengur upp f p. Synum ni ad vy (ged(f(z),y)) = min(v, (f(2)), v, (f(y)))
og vp(f(zy)) = max(v,y(f(x), f(y))). Skiptum i tilvik:

1. Gerum rad fyrir ad f(p) = 1. Paer v,(f(x)) = vp(f(y)) = vp(f(zy)) = 0.

bvi er
vp(ged(f(2), y)) = min(v,(f(2)), vp(y)) = min(0, 1, (y))
=0 =min(vp(z), v»(y))

og
vp(f(zy)) = 0 = max(v,(f(2)), vp(f()))-

2. Gerum rad fyrir ad f(p) = 1. Skiptum { tilvik:
(a) Gerum rad fyrir ad p gangi hvorki upp { « né y. Pa er
vp(f(2)) = vp(f(y)) = vp(f(zy)) = 0.

bvi er

vp(ged(f(z),y)) = min(v,(f(2)), vp(y)) = min(0, v, (y))
=0 =min(v,(x), vp(y))

og
vp(f(zy)) = 0 = max(vp(f(2)), vp(f(y)))-

(b) Gerum rad fyrir ad p gangi upp { = en ekki upp { y. P4 er
vp(f(z)) = vp(f(zy)) =1

og
vp(y) = 0.



bvi er

vp(ged(f (), y)) = min(v,(f(2)), vp(y)) = min(1,0)
= min(v,(f(2)), vp(f()))

0g
vp(f(2y)) = 1 = max(1,0) = max(v, (f(2)), v (f(y)))-

(¢) Gerum rad fyrir ad p gangi ekki upp i = en gangi upp { y. Pa er

vp(f(z)) =0
0g
vp(f () = vp(f(zy)) =1
bvi er
vp(ged(f(2),y)) = min(vp(f(2)), vp(y)) = min(0, v, (y)) =0
= min(0, 1) = min(v,(f(2)), v, (f(y)))
0g

vp(f(zy)) =1 = max(1,1) = max(v,(f(2)), vp(f(¥)))-
(d) Gerum rad fyrir ad p gangi upp i x og y. Pa er

vp(f () = vp(f(y) = vp(f(ay)) =1

0g
vp(y) > 1
bvi er
vp(ged(f(2),y)) = min(v,(f(2)), vp(y)) = min(1, 1y(y)) = 1
= min(1,1) = min(v,(f(2)), v(f(y)))
0g
vp(f(zy)) =1 =max(1,1) = max(v,(f(z)), vp(f(¥)))-
Nu feest

vp(ged(f(2), ) f(2y)) = vp(ged(f(z), ) + vp(f(zy))
min(vy,(f(2)), vp(f(y))) + max(v,(f(2)), v (f(y)))

= vp(f(2)) + v (f(y)-
Petta synir a0 follin sem vid fundum fullnsegja fallajéfnunni. Vid héfum pvi
leyst fallajofnuna. O
Dzemi 3 Finnio allar heiltolurunur ag, a1, ag, ... pannig ad fyrir allar heiltélur

k,¢ >0 gildi
ap — ag|]€2 — 42,



bad er ad fyrir allar heiltolur &, ¢ > 0, sé til heiltala z bannig ad (ar — ag)z =
k2 — (2.

Lausn Efb,, = a,+cfyrir 6ll n € N par sem ¢ € Z er fasti pa er by, —by = ax—ay
fyrir 61l k, £ > 0 svo ay, — ag|k? — €2 ef og adeins ef by, — by|k? — (2. Vid getum bvi
an skerdingar & viogildi gert rad fyrir ad a9 = 0. Ef b, = —a,, fyrir 6ll n € N pa
er by — by = —(by — by) svo ap — ag|k? — (2 ef og adeins ef by, — by|k? — (2. Vid
getum bvi gert rad fyrir ad a; > 0. Nu faest ad

ag :ak—a0|k2—02 :k‘2

svo ay|k? fyrir 61l k € N. N a1|1 og bar sem a; > 0 ba er a; = 1.

Gerum 140 fyrir ad k # ¢ ba er k? — (2 # 0 og bar sem ay, — ag|k® — (% ba er
ap — ag # 0, pad er ay, # ay.

Gerum rad fyrir ad p sé frumtala. Ni feest a,|p? svo a, € {—p?, —p, —1,1,p,p*}
og a, # a1 = 1. Eins fest ad a, — 1 = a, — a1|p®? — 1> = p? — 1. Ef
a, = —p? ba feest —p? — 1|p? — 1 og bvi p? + 1|p? — 1 en bad stenst ekki par sem
0 < p? — 1< p?+ 1. Petta synir ad a, # —p?. Pvi feest ad a2 € {—2,—1,2,4}.
Nt gildir ad az — 1 = ag — a;1]2?> — 1> =3 svoay — 1 € {-3,—1,1,3}, bad er
as € {—2,0,2,4}. Pvier ag € {—2,2,4}. Skiptum { tilvik:

1. Gerum rad fyrir ad |az| = 2. Nu er til i mesta lagi ein frumtala p bannig
ad ap = —1. Gerum rad fyrir ad a, sé frumtala pannig ad a, # —1. Ef
a, = p?> baerp >3 o0gp—ay = a, — aslp® — 22 = p*> — 4. Par sem
p? —as = a, — azlay,® —4 = p? — 4 b4 feest ad p? — aslaz + 4. Nt er
2 <as+4<6en7<p?—assvo bad stenst ekki ad a, = p?. Vid alyktum
ad |a,| = p fyrir allar nema hugsanlega eina frumtélu p.

Setjum sem svo ad n € N og p sé frumtala bannig ad |a,| = p. Pa feest
ad a, — apl(an, —p)(an +p) = a,? — p*. Nu gildir ad a,, — ap|n? — p? svo
an — ap|n® — a,?. Finnum frumtélu p bannig ad p > |n? — a,?| + |a,| P4
er Jan — ayl > Ilay| = |anll = |p — lanl] = p — an] > n? — a,?|. Dar sem
an — ap|n?® — a,?® ba er n? —a,? = 0. bvi er |a,| = n fyrir 6ll n € N.

Ef |a,| = n fyrir 61l n € N ba gildir ad a, — ag|(k — €)(k + £) = k* — (2
fyrir 6ll k,¢ € N.

2. Gerum rad fyrir ad as = 4. Gerum rad fyrir ad p sé frumtala. Pad er i
mesta lagi ein slik pannig ad a, = —1. Setjum sem svo ad |a,| = p. P4
gildir ad a, —4|(p—4)(p+4) = p*>—16. N1 faest ad a,—4 = a,—az|p*—2? =
p?—4 svo a, —4[12. Pad eru bvi adeins endanlega margar frumtdlur pannig
ad |a,| = p. Pvi er a, = p? fyrir 6endanlega margar frumtélur.

Gerum rad fyrir ad n € N. Gerum rad fyrir ad p sé frumtala pannig ad
a, = p*. N gildir ad a,,—p* = a,, —ap|n®—p?. Pvi faest ad p? —a,|n®—ay,.
Vid fundir frumtélu p bannig bad stora ad a, = p? og p? — an > [n? —a,|.
Par sem p? — a,|n? — a, ba er n? —a, = 0, bad er a,, = n?. Petta synir
ad ay, = n? fyrir 6ll n € N.

Ef a,, = n? fyrir 61l n € N ba feest ad ap — ay = k? — (2|k? — (2.

Vid héfum pvi synt ad runan ag, ay, as, . .. fullnegir deilanleikaskilyrdinu ef
og adeins ef a,, = ¢+ b, bar sem ¢ € Z er fasti |b,| = n eda ef a,, = ¢ + sn? bar
sem ¢ € Z er fasti og s = £1. O



Dami 4 Latum ABC vera prihyrning og M vera midpunkt hlidarinnar BC.
Latum E og F vera punktana & hliounum AC og AB, i pessari r60, pannig ad
ME = MF. Latum D vera hinn skurdpunkt umhrings prihyrningsins M EF
vi0 hlidina BC. Latum ¢p, g og ¢ vera linurnar um D, F og F', i bessari r60,
bannig ad ¢p | BC, lg 1L CAoglp 1. AB. Synid ad {p, {g og {r liggi allar
um sama, punkt.

Lausn Latum w vera umhring M EF og O vera midju hans. Latum N vera
speglun M um O. Par sem strengirnir ME og MF { w eru jafnlangir ba er
halflinan M N helmingalina hornsins ZFEMF'. Pvi er dttada hornid um N fra
linunni M N ad linunni M FE jafnstort en i 6fuga stefnu vid attada hornid um N
fra linunni M N ad linunni M F.

Latum X og Y vera hina skurdpunkta (somu ef snertlar) hrinsins w vid
linurnar AC og AB, i pessari r60. Latum v; og 2 vera umhringi prihyrninganna
MCX og MBY, i bessari r6d. Latum @ vera hinn skurdpunkt v; og v2. Af
ferilhornssetninni i w leidir ad attada hornid um X fra linuna XM ad linunni
XE = XC er jafstort og i somu att og attada hornid um N fra linunni NM
a0 linunni M E. FEins feest ad attada hornido um Y fra linunni Y M ad linunni
Y F =Y B er jafnstort og i somu att og attada hornid um N fra linunni NM ad
linunni NF. Pvi er attada hornid um X fra linunni X M ad linunni X C jafnstor
en i 6fuga stefnu vid attada hornid um Y fra linunni Y M ad linunni Y B.

Nu eru attudu strikin BM og C'M jafnlong en i gangstaeda stefnu svo af
ferilhornasetningunni leidir ad hringirnir v; og 72 eru jafnstoérir og midjur peirra
liggja s6mu megin vio linuna BC'. Pvi faest ad @ liggur 4 pverli linunnar BC' um
M. Pvi eru strikn BQ og C@Q midstengir i 7o og -1, 1 pessari r60. Af setningu
Pales leidir ad M, X og Y eru fotpunktar @ & linurnar BC, AC og AB, { pessari
r60.

Latum P vera speglun Q um midju w, punktinn O. Hinir skurdpunktar w
vi0 linurnar BC, AC' og AB eru pvi fotpunktar P & beer linur, i sému r60. Sér
i lagi sést ad P liggur & 6llum bverlunum ¢p, {g og /r um punktana D, FE og
F & linurnar BC, AC og AB i bessari r60. O




