Steerdfraedikeppni framhaldsskélanema 2022-2023
Urslitakeppni

Lausnir

Dami 1

Latum p og d vera nattarlegar tolur pannig ad p, p+ d og p + 2d séu frumtdlur og p > 5. Synid ad

ba sé d margfeldi af 6.

Lausn

Ef d er ekki deilanleg med 2 pa er d oddatala. P4 er énnur talnanna p og p + d slétt og er pvi j6fn
2 pvi 2 er eina slétta frumtalan. Na er 5 < p < p+ d en pad er i métsdgn vid ad 6nnur talnanna p

og p + d sé 2. Petta synir ad d deilanleg med 2.

Ef d er ekki deilanleg med 3 pa eru hafa télurnar p, p+d og p+ 2d mismunandi afganga pegar peim
er deilt med 3 svo ad minnsta kosti ein peirra gefur afganginn 0 pegar henni er deilt med 3. Pad
bydir ad ein talnanna p, p + d og p + 2d er deilanleg med 3 og er pvi 3 par sem 3 er eina frumtalan
sem er deilanleg med 3. Pad er hins vegar i métsdgn vid a0 5 < p < p+d < p+ 2d. Vid alyktum

bvi ad d sé deilanleg med 3.

Par sem d er deilanleg med 2 og 3 pa er d deilanleg med minnsta samfeldi peirra sem er 6.

Daemi 2
Finnid allar prenndir heiltalna (a, b, c) sem uppfylla j6fnuhneppid

a—bc=1
ac+b=2

Lausn 1
Gerum rad fyrir ad a, b og ¢ séu heiltélur. Einangrum b ar seinni jéfnunni og faum

b=2—ac.
Setjum petta inn i fyrri j6fnuna og faum
a—(2—ac)e=1,

bad er
ac? —2c+a—-1=0

Skiptum i tilvik eftir pvi hvort a = 0.

1. Gerum rad fyrir ad a = 0. Pa verdur jafna (1) ad jofnunni

—2c—1=0,

bad er 2¢c = —1 en bad stenst ekki ef ¢ er heiltala. Tilvikid a = 0 hefur pvi enga lausn.
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2. Gerum rad fyrir ad a # 0. Pa er jafna (1) annars stigs jafna i c.

Greinir jofnunnar er d = (—2)> —4-a-(a—1) = 4+ 4a — 4a?, sem er adeins > 0 pbegar a = 0
eda a=1. Parsema # 0 paera=1.

Par sem a = 1 pa jafngildir jafna (1) pvi ad
(-1 =1,

bad er
c—1=1Ve—-1=-1.

Pvier c =2 eda c = 0.
(a) Ef ¢ =2 pa verdur seinni jafna gefna jéfnuhneppisins ad jofnunni:
2+b=2

pad er b = 0. Vid héfum pvi (a,b,c) = (1,0,2) sem sja ma ad fullnaegir badum j6fnum
jofnuhneppisins.

(b) Ef ¢ =0 pa verdur seinni jafna gefna jofnuhneppisins ad jéfnunni:
b=2.
Vid héfum pvi ad (a,b,c) = (1,2,0) sem sja ma ad fullnaegir jofnuhneppinu.

Vid héfum pvi fundid tvaer heiltsluprenndir (a, b, ¢) sem fullnaegja jéfnuhneppinu, pad er (1,2,0) og
(1,0,2). ]

Lausn 2
Gerum rad fyrir ad (a, b, ¢) sé heiltdluprennd sem fullnaegir j6fnuhneppinu. Pa faest

(a —bc)® + (ac+b)* = 12 + 22,

bad er
a® — 2abc + b*c® + a*c? 4 2abe + b* = 5.
Eftir einfoldun og pattun faest
(a®> +b*) (2 +1) =5. (2)
NG eru a® + b? og c® + 1 heiltolur og ¢® + 1 er jakvaed svo 2 +1 =1 eda ¢ +1 = 5. Skiptum i
tilvik:

1. Gerum rad fyrirad ¢ +1 =1, pad er ¢> = 0. bPa er ¢ = 0. Gefna j6fnuhneppid verdur pa

a=1
b=2

bad er a = 1 og b = 2. Vid héfum pvi ad (a,b,c) = (1,2,0) sem vid sjaum ad fullnzegir
jofnuhneppinu.



2. Gerum rad fyrirad > +1 =05, pader > =4. Paerc=2edac= —2.

(a) Gerum rad fyrir ad ¢ = 2. Pa verdur gefna j6fnuhneppid ad

a—2b=1

2a +b=2
Sem hefur lausnina (a,b) = (1,0). bvi er (a,b,¢) = (1,0,2) sem ma sannreyna ad
fullnaegir jofnuhneppunum.

(b) Gerum rad fyrir ad ¢ = —2. Pa verdur gefna j6fnuhneppid ad

a+2b=1
—2a+b=2

en pad hefur engar heiltdlulausnir. Pvi gefur ¢ = —2 enga lausn.

Eins og adur pa faum vid ad prenndirnar sem leysa daemid eru (a,b,¢) = (1,2,0) og (a,b,c) =
(1,0,2). O

Lausn 3
Litum & ¢ sem fasta og a og b sem breytur. Pa er gefna j6fnuhneppid linulegt og ma skrifa a

fylkjaformi sem
1 —c (e _ 1
c 1 b  \2/)°
1 —c
=)
erl-1—c-(—c)=1+c*> 0. Af pessu sést ad A er alltaf andhverfanlegt og andhverfa bess er

1 1 ¢
-1 __ .
AT = 1+ 2 (—C 1)

Akveda fylkisins

Pvi faest ad
6)=a )= (1) () (22)
b 2) " 14¢ \—c 1) \2 Tt
Puier 1+ 2 c+2
“= 1+ 2 1+ 2 (3)
Vid faum na
ac® —2c+(a—1)=0 (4)

Skiptum i tilvik eftir pvi hvort a = 0.



1. Gerum rad fyrir ad a = 0. P4 einfaldast jafna (4) i jéfnuna
—2c+(-1)=0
en han hefur enga heiltdlulausn fyrir ¢. Tilvikid a = 0 gefur pvi enga heiltélulausn.

2. Gerum rad fyrir ad a # 0. Pa er jafna (4) annars stigs jafna. Greinir hennar er D =
(—=2)? —4a(a — 1) = 4(1 + a — a®). Par sem c er lausn & annars stigs marglidunni pa er
greinirinn D > 0. Pad pydirad 1 +a—a?> > 0edaa?—a—1<0. Pattum na a> —a — 1 og

faum
1—+5 1++5 <0
a — 2 a — 2 ~ U.

Par sem (1 —+/5)/2 < (14 +/5)/2 ba jafngildir 6jafnan pvi ad
1-5 1+V5

<a< .
5 —%=7

NG er a heiltala og par sem

_1-VO_1-VE 1=V
2 2 2

_IHVI 14V 14V
2 2 2
baer0<a<1. Parsema#0paera=1.

Par sem a = 1 pa er greinir j6fnu (4) D = 4(1 + a — a?) = 4 svo lausnir (4) fyrir c eru

_2-VA 2V

= 5 = g c= 5 =

(a) Ef ¢ =0 pa feest af jofnum (3) ad b = (—0+2)/(1+0%) = 2. Pvier (a,b,¢c) = (1,2,0)
ein lausn upphaflega jonfuhneppsins.

(b) Ef ¢ = 2 pa faest af jofnum (2) ad b = (—2+2)/(1 +2%) = 0. bvier (a,b,c) = (1,0, 2)
ein lausn upphaflega jéfnuhneppisins.

-1 =0

og

1 2.

c 2.

Eins og adur faest ad lausnir j6fnuhneppisins eru (a, b, c) = (1,2,0) og (a,b,c) = (1,0, 2). O

Daemi 3

Anna og Baldur spila leik sem byrjar med n steina & bordi. Pau skiptast a ad leika og Anna byrjar. |
hverri umferd parf leikmadur ad taka 1-10 steina af bordinu. Sa sem tekur sidasta steininn af bordinu
vinnur. Anna byrjar. Fyrir hvada n hefur Baldur 6rugga vinningsleid?

Lausn 1
Par sem steinunum faekkar i hverri umferd pa er ljést ad leiknum muni ljaka. Pvi mun annar
leikmannanna vinna og hinn tapa. Pvi sést ad Baldur hefur drugga vinningsleid ef og adeins ef Anna
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hefur enga 6rugga vinningsleid. Par sem badir leikmenn hafa sému [6glegu leiki fyrir hvern fjoldi
steina & bordinu pa er fjoldi steina & bordinu pad eina sem skiptir mali til pess ad akvarda hvort sem
a leik hafi vinningsleid. Vio kollum fjolda steina & bordinu stédu. Stada er vinningstada ef sa sem &
leik hefur vinningsleid en annars er stadan tapstada.

Lokastadan med enga steina er tapstad pvi pad pydir ad sa sem |ék sidast tok sidasta steininn og
vann pvi. Fyrir arar stodur pa sést ad stada er vinningstada ef leikmadur getur skilid eftir tapstodu
fyrir métherja sinn og stada er tapstada ef allir leikir leida til vinningstodu fyrir métherjan.

Setjum sem ad stada k sé tapstada. Pa eru stédurnar k + 1, k+2, ..., k+ 10 allt vinningstodur
bvi med pvi ad taka ¢ € {1,2,...,10} steina i stodu k + i pa setur sa sem a leik andstaeding sinn
i tapstodu. Ef & > 0 er tapstada pa eru k — 1, £ — 2, ...k — 10 allt vinningsstédur pvi annars
geeti sa sem 4 leik skilid eftir tapstodu fyrir andstaeding sinn. Sér i lagi sést ad k — i £ 0 fyrir 6l
ie€{l,2,...,10} svo k > 11.

Vid sjaum bpvi ad 0 er tapstada, 1, 2, ... 10 eru vinningstddur, 11 er tapstada, 12, 13, ..., 21 eru
vinningstédur, 22 er tapstada, 23, 24, ..., 32 eru vinningstodur og svo framvegis. Tilgata okkar er
bvi ad stada k sé vinningstada ef k er ekki deilanleg med 11 en tapstada ef k er deilanleg med 11.

Sonnum med prepun 4 k € N ad ef m € {0,1,...,k} pa sé stada m sé tapstada ef og adeins ef m
er deilanleg med 11.

1. Na er stada m tapstada og m er deilanleg med 11 svo stadhafingin er sénn fyrir k& = 0.

2. Gerum rad fyrir ad vid hofum sannad stadhazfdinguna fyrir £ € N. Til pess ad sanna hana
fyrir k + 1 pa purfum vid syna ad stada k + 1 sé tapstada ef og adeins ef k + 1 er deilanleg
med 11. Skiptum i tilvik eftir pvi hvort & er deilanleg med 11 eda ekki.

(a) Gerum rad fyrir ad k+1 sé deilanleg med 11. Pa er engin talnanna (k+1)—1, (k+1)—2,
..., (E+1) =10 deilanleg med 11 svo af prepunarforsendu eru paer allar vinningstédur.
Pvi sést ad stada k + 1 er tapstada.

(b) Gerum rad fyrir ad k + 1 sé ekki deilanleg med 11. Latum r vera afgang deilingar k& + 1
med r. Par sem k+1 er ekki deilanleg med 11 paerr € {1,2,...,10}. Naer (k+1)—r
deilanleg med 11 og par sem (k+ 1) —r < k + 1 pa feest af prepunarforsendu ad stada
(k4 1) — r er tapstada. Petta synir ad stada k + 1 er vinningstada.

Med prepun & k € N faest ad stada m, m € {0,1,...,k}, k € N er tapstada ef og adeins ef m er
deilanleg med 11. Af pvi leidir ad stada m € N er tapstada ef og adeins ef m er deilanleg med 11.

Par sem Anna byrjar pa hefur Baldur 6rugga vinningsleid ef og adeins ef Anna byrjar i tapstédu, pad
er ef n er deilanleg med 11. ]

Lausn 2

Eins og a0ur pa skulum vid kalla fjolda steina i bordi stédu. Ef m og n eru stddur pa segjum vid
ad vid komust fra stédu m i stédu n ef s& sem a leik i stédu m getur med leik sinum skilid eftir
stoédu n fyrir métherja sinn. Pannig komust vid til deemis fra stodu 23 i stédu 18 en ekki i stédu 11.
Uthlutum na sérhverri stédu gildi sem er minnsta nattarlega talan sem er frabrugdin gildum peirra
stada sem komast ma ar gefnu stédunni. (Petta eru Grundy-télunurnar i setningu Sprague-Grundy).
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Pannig faer stadan 0 gildid 0 pvi pad er ekki haegt ad komast i neina stédu ar stédunni 0. Stadan 1
faer gildid 1 pvi stadan 0 er eina stadan sem ma komast i Gr stédunni 1 og han hefur gildid 0. Med
bvi ad reikna nokkur fyrstu gildi stadana pa faest runan

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,0,1,2,3, . ..

NG ma prepa ad gildi stédu k sé afgangur k deilt med 11 fyrir 6ll £ € N. Petta er audvelt ad sja
fyrir k = 0,1,...,10. Fyrir & > 10 pa eru stédurnar {k,k — 1,k —2,... k — 10} allar ésamleifa
mat 11 svo hver peirra er samleifa nakvaemlega einum leifaflokki mat 11. Af prepunkarforsendu hafa
stodurnar k— 1, k—2,..., k— 10 gildi allra afganga mat 11 nema pess sem afgangs sem faest pegar
k er deilt med 11. Af pessu sést ad afgangur k deilt med 11 er minnsta nattarlega talan sem er ekki
gildi neinnar stadanna £k — 1, k-2, ..., k — 10.

Skilgreinum vinningsstodu og tapstodu eins og sidustu lausn. Synum nd med prepun ad stada k € N
sé tapstada ef og adeins ef gildi hennar er 0.

1. Na er stadan 0 tapstad og gildi hennar er 0.

2. Gerum rad fyrir ad k € N og vid héfum sannad ad stada n € {0, 1,...,k} sé tapstada ef og
adeins ef gildi hennar er 0. Gildi stédu k + 1 er 0 ef og adeins ef engin stadanna sem komast
ma ar stodu k 4+ 1 er 0 en pad af prepunarforsendu jafngildir pad ad allar stodur sem komast
ma ar stédu k + 1 séu vinningstédur sem aftur jafngildir pvi ad k£ + 1 sé tapstada. Pvi sést ad
stada k + 1 sé tapstada ef og adeins ef gildi hennar er 0.

Eins og adur pa hefur Baldur 6rugga vinningsleid ef og adeins ef Anna byrjar i tapstodu. Stada n
er tapstada ef og adeins ef gildi hennar er 0 en gildi st6du er afgangur hennar deilt med 11 svo
ad afgangurinn sé 0 jafngildir pvi ad n sé deilanleg med 11. Petta synir ad Baldur hefur drugga
vinningsleid ef og adeins ef n er deilanleg med 11. O

Demi 4

Latum I vera hring og A, B og C vera prja punkta & hringnum pannig ad AABC' sé hvasshyrndur.
Haedarlinan fra A sker I' aftur i punkti D og haedarlinan fra B sker I' aftur i punkti £. Synid ad
£LACB = 60° ef |AB| = |DE].

Lausn 1
Latum H vera skurdpunkt AD og BE, og X og Y vera fétpunkta hadanna fra A og B i pessari
ro0.

Par sem L AX B = 90° faest af reglu um hornasummu prihyrnings ad £ BAX = 90° — LABC.
Sambaerilega sést ad L ABY = 90° — LCBA.

Med pvi ad leggja pessar jofnur saman og nota aftur reglu um hornasummu prihyrnings faum vid ad

£LABE + £{DAB = LABY + {BAX
= 180° — KCBA — LABC (5)
— LBCA



Par sem prihyrningurinn er hvasshyrndur liggja £ og D & smaerri bogunum C A og BC' i pessari ro0,
svo ad punktarnir A, B, D, C og E liggja & hringnum i pessari r60 eru bogarnir sem hornin ZEBD
og ZACB spanna jafnstérir. Pvi gildir samkvamt ferilhornasetningunni ad

£LEBD = £ACB. (6)

Einnig er
LEBD + £LABFE + ABCA+ £ADAB = 180°,

bar sem pessi horn spanna saman heilan hring.
Med pvi ad nota gildin ar j6fnum (5) og (6) feest pvi ad

34BCA = 180°

eda LBCA = 60°.

Lausn 2

Latum H vera skurdpunkt AD og BE, pad er H er hedarmidja AABC. Latum svo X og Y
vera fétpunkta haedanna fra A og B, i pessari r60, & moétlegar hlidar AABC. Latum B’ vera
spelgun B um midpunkt I'. P4 er BB’ midstrengur I svo /BAB' og /BCB’ eru rétt. Par sem
H er hedarmidja AABC pa er CH hornrétt & AB. Par sem AB’ er lika hornrétt & AB ba er
CH || AB'. Eins sést ad AH || CB’. Af pessu sést ad AHCB’ er samsidungur. Sér i lagi er
ANAHC =2 ACB'A auk pess sem H og B’ liggja sitthvoru megin vid AC.

Latum P vera speglun H um AB. Paeru AAHC = ANAPC auk pess sem H og P liggja sitthvoru
megin vid AC'. Pvi liggja B’ og P sému megin vid AC. Par sem ACB'A = NAPC paeru ZCB'A
og ZAB'C jafnstér. Par sem B’ og P liggja somu megin vid AC' pa leidir ad A, C, B’ og P liggja
oll 4 sama hring. par sem A, C og B’ liggja a I" pa liggur P lika 4 I'. Par sem P liggur & BE pa er
P =F eda P= B. Ef P = B pa veri H speglun B um AC. Pa er B’ speglun H um midpunkt
AC og B er spelgun H um Y svo B'B || HY = AC. Na er HB hornrétt & AC svo HB veeri
hornrétt & BB’ sem pydir ad BH sé snertill I" og pvi ad £ = B. Vid héfum pvi synt ad P = F,
bad er E er speglun H um AC. Med sama hatti ma sja ad D er speglun H um BC.

Par sem D og E eru spelglanir H um BC og AC, i pessari rdd pa sést ad |CH| = |CD| = |CE|.
Latum C’ vera speglun C' um midju I'. P4 er CC”" midstrengur I'. Par sem C, D og F liggja a I’
og |CD| = |CE| pa er CC'" midperill DE.



Par sem ZACB er hvasst pa liggur X a halflinunni [C, B). Eins liggur Y a [C, A). bPvier ZACY =
ZYCX. barsem D og E eru speglanir H um BC og AC, i pessari r6d og [C, C’) er helmingahalflina
/ZDCE ba eru LACB, LECC" og £C'CD oll jafnstér. Pvi spanna pau jafnlanga strengi svo
|AB| = |EC'| = |C"D|. Nt er |AB| = |DE| svo AC'DE er jafnhlida. pvi er LDC'E = 60°. Nu
spanna ZACB og Z/DC'FE jafnlanga strengi og eru baedi hvdss svo pau eru jafnstér. Af pessu leidir
ad LACB = £DC'E = 60°. O

B/

Cfl

Dami 5

A skakméti eru 12 keppendur og sérhver patttakandi teflir vid alla hina eina skak. | hverri skak
hlytur sa sem vinnur 1 stig, sa sem tapar 0 stig en sé jafntefli pa hlytur hvor 3 stig. Eftir métid eru
heildarstig hvers keppanda reiknud. Einnig eru reiknud varastig til pess ad greina a4 milli keppenda
sem hafa sdmu heildarstig. Til pess ad reikna varastig keppanda eru 16gd saman stig peirra sem
hann sigradi og helmingur stiga peirra sem hann gerdi jafntefli vid.

Til deemis ef keppandi gerir jafntefli vid andstaeding sem var med 5 heildarstig pa leggur pad % -5
til varstiga keppandans. Hins vegar ef hann sigrar leggur pad 5 til varastiga keppandans. Synid ad
summa allra varastiga geti mest verid 363.

Lausn
Namerum keppendurnar 1,2,...,12 i einhverri r6d. Latum s;; vera stig sem keppandi i feer ar leik
synum vid keppenda j. Paers;; € {0,1/2,1} og s;;+s;,; = 1 fyrir 6ll i # j. Par sem enginn keppir

vid sjalfan sig pa er s;; = 0 fyrir 6ll < € {1,2,...,12}. Heildarstig keppenda i eru pa u; = Zjlil Sij-

Varastig sem keppandi ¢ hlytur eru pvi w; = 212 s;j - ;. Summa allra varastiganna er pvi

j=1
12 12 12 12 12 12
A=Y wi=Y % sijruy=> w- (Y sij| =D u-v
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

12
par sem v; = ) s; ;. Pad er
i 12
A= Z Uj - Vj. (7)
j=1
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NG er
12 12 12 12
Uj + Uj = (Z Sj,i> —+ <Z S@j) = Z(Si’j + Sjﬂ') = (Z 1) —1=11
i=1 =1 i=1 i=1
bVi Si.j +Sj,i =1lefi 7é] 0og Si; + Sii = 0. Latum Xy = (Uj - Uj)/Q fyrir oll ] € {1, 2, N 12} Pa
eru; =11/2+ 2z, og v; =11/2 — z;.

Af jofnu (7) feest ad summa varastiganna er

o (Ee) () S

(£5)- () () o

of jofnudur gildir ef og adeins ef x;1 = x9 = ... = x5 = 0. Vid hdfum pvi synt ad summa
varastiganna er i mesta lagi 363.

Ef allar skakirnar & métinu enda i jafntefli pa er u; = v; = 11/2 fyrir alla keppendur og summa
varastiganna er

1 11 121
A= Zuz v; = o) 12-72363.
=1

Petta synir ad mesta summa varastiga er pvi 363. O

Demi 6
Synid ad fyrir a,b € R, a > 0, b > 0 og jakvaeda heiltdlu n gildi ad

an_i_an—lb_i_”._i_abn—l_i_bn<an+bn

n+1 - 2
Lausn
Latum S =a” +a” b+ a" 2 + - - - + a?b" 2 4+ ab™ 1t + b
Pvi faest ad

28 = (a" +a" b+ a2 -+ a®D"E a0
(O™ + ab" a2 a2 g+ a")
= (a"+ ")+ (a" D+ ab" ") + (@2 4+ a® ) + -
(@22 4 a"2%) + (ab™ " + @) + (B + a™)



Synum na:

a”+b" <ad"+ 0"
anflb_i_abnfl S an +bn
a" P @ < At b

Gan—Q +an—2b2 S an _|_bn
abnfl 4 anflb S an + bn
b" +a" < a" +0b".

Pvi ef vid leggjum paer saman faest
25 < (n+1)(a" +b").
Med pvi ad deila med 2(n + 1) faest

S <a"+b”
n+1~— 2

eins og syna atti.
Fyriri € {0,1,...,n} jafngildir
anflb’l, + a/lbnfl S an + bn

6jofnunni N o
an _ an—’lbl o bn—ZaZ + bn Z O‘

Med patta faest ' ‘ A
(an—z _ bn—z)(ai _ bz) 2 0.

1.Efa>bbaera™®>b""oga >bsvoa™—b"">0o0ga —b >0. bvier
(@™ = ") (a' =) >0
eins og vid vildum syna.
2. Efa<bpaera®® <b"'oga <b svoa" " —b""<0oga —b <0. bvier
(@™ =" (a' = b") >0
eins og vid vildum syna.

A badum tilvikum faest ad
(an—i _ bn—i)(ai _ bz) Z 0.

sem vid vildum syna.
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