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Fyrsti hluti
1. Hvert er gildid &4 3772 ef 3% = 157

(01 X s L

3 156 5
L 132 =3.32= - = = _,
ausn 2 =3 3
2. Nokkrir félagar halda veislu og skipta kostnadi jafnt med sér. Heildarkostnadur
er 60 pusund krénur. Einn félagi til vidbotar sleest 1 hépinn. P4 eykst heildar-
kostnadur um 10 pusund krénur en hlutur hvers laekkar um 1 ptasund. Hversu
margir voru félagarnir upphaflega?

(13 X 4 (15 (16

Lausn: Latum n tdkna upphaflegan fjolda félaga. P4 borgar hver 60/n btasund
kronur. Pegar einn beetist { hopinn er heildarkostadurinn 70 pasund og hver
borgar (60/n — 1) pusund; m.6.0. (n + 1)(60/n — 1) = 70. Pessa jéfnu ma
umrita & formid (n 4 1)(60 — n) = 70n. P4 feest ad 60 + 59n — n? = 70n og pvi
er n? +11n — 60 = 0. Pad er (n + 15)(n — 4) = 0 og markverd lausn er n = 4.

3. Rauntolurnar x og y fullnsegja jofnunni 22 +y* = 10z — 6y — 34. Hvert er gildid
ax+y?

[]1 X 2 []3 []4

Lausn: Ef fyllt er { ferninginn feest (z —5)*+ (y+3)* = =34 +25+9 = 0. Dv{
erx=50gy=—-3. Paerx+y=2.

4. Ragna, Sigrun, Tinna, Una og Vera hittast & kaffihiisi. Ragna heilsar nakveem-
lega einni hinna med handabandi og Sigrin heilsar lika ndkveemlega einni hinna
med handabandi. Tinna, Una og Vera heilsa hins vegar nakveemlega tveimur
hinna med handabandi hver um sig. Pad er alveg vist ad Ragna og Vera heilsud-
ust med handabandi. Hverjar eftirtalinna hafa an nokkurs vafa EKKI heilsast
med handabandi?

|:| Vera og Una |:| Vera og Tinna |:| Sigrin og Tinna & Sigrun og Vera

Lausn: Gefid er ad Ragna og Vera heilsast og Vera heilsar einni hinna priggja.
Ef Vera heilsar Sigrinu pa hafa Ragna, Sigriin og Vera lokio sinum handarbénd-
um. Una og Tinna geta pvi einungis heilsad hvorri annarri. Sigrin og Vera geta
pvi ekki hafa heilsast.
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5. Strikin AC' og C'E eru baedi 30 cm og mynda rétt horn. A

D er midpunktur C'E og B er miopunktur AC. Strik-
in AD og BFE skerast i punkti F. Hvert er flatarmal F
prihyrnings DEF { cm??

¢ D FE

[] 50 [ ] 50v2 X 75 [] 125@

Lausn: Par sem D er miopunktur striksins C'E pa hafa prihyrningar DEF
og CDF sama flatarmal. Vegna samhverfu eru prihyrningar CFD og CFB
eins. Pvi er flatarmal DEF pridjungur af flatarmali prihyrnings CEB sem er
30 -15/2 = 15%. Flatarmdl DEF er bvi 152/3 = 75.

a

6. Skilgreinum adgerd a * b = = Gefio er a0 s xt = 5, hvert er gildid & t * s?7

a—+

[ ] X -4 []3 []2

t—1t t
Lausn: 5 = i :S+ =1- =1—t¢txs. Pviertxs=—4.
s+t s+t s+t

7. Ferningur hefur hlidarlengdir 1. Fra hverjum hornpunkti
er dregid strik ad midpunkti hlidar, eins og synt er a
mynd. Hvert er flatarmal ferhyrningsins ABC'D? Q

R S T
V2 1 V3 1
mE L g L X

Lausn: Par sem S er midpunktur RT ba er flatarmal BST einn fjéroi af
flatarmali ART. FEinnig er flatarmal BST jafnt flatarmali AQR. Pa feest ad
flatarméal BST er einn fimmti af flatarmali QRT. Nu er flatarmal QRT jafnt
(1/2)-1-(1/2) = 1/4 og bvi er flatarmal BST jafnt 1/20. Par sem flatarmal stéra
ferningsins er jafnt flatarmali ABC' D a0 vidbeettu fjorfoldu flatarméli ART faest
a0 flatarmal ABCD er 1 —4-(4/20) =4/20 = 1/5.

Onnur leid: Svo ma ecinfaldlega sjd betta
med pvi a0 mynda fimm eins ferninga eins og
synt er hér til hlidar og taka eftir pvi ad litlu C
prihyrningarnir utan vio ferninginn eru eins
peir litlu inni 1 honum, vegna samhverfu. A
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8. Um briggja stafa toluna abce gildir ad a > ¢ og ad mismunurinn abc — cba er
priggja stafa tala med 4 sem fyrsta tolustaf. P4 eru annar og pridji tolustafur
mismunarins

|:| 4 0g9 Xl 9 0g b5 |:| 5og4 D Ekki 6tvireett svar

Lausn: Skrifum abc = a-1004+0b-10+ c og cba = ¢- 100+ b - 10 4+ a. P4 er
mismunurinn abc — cba = (a —c¢) - 100+ (¢ — a) = 477. Par sem ¢ —a < 0 verdur
a—c =5 og barmed er ¢ —a = —5. P4 feest ad abc — cba = 5-100+ (—5) = 495.

9. Ef deilt er { 4> —my +2 med y — 1 feest sama leif og ef deilt er med y + 1. Hvert
er gildio & m?

& 0 |:| 1 D 2 D Upplysingar skortir

Lausn: Ef deilt er { marglidu p(y) med y — a ba er leifin p(a). Pvi faest ad
1?—m-142=(-1)>—-m-(—1) +2 og bvi er —m = m og bar med m = 0.

10. Jormunrekur parf ad yta pungum steinum upp & fjall, einum steini 4 hverjum
degi. Fyrsta daginn tekur pad 7 tima ad yta steininum upp og labba nidur.
Neaestu daga fer hann hvern dag helmingi haegar upp fjallid en daginn & undan
og tvofalt hradar nidur en daginn & undan. Ef hann parf 8 tima til ad fara upp
og nidur & 60rum degi, hvad parf hann pa marga tima a prioja degi?

D8; (19 ijl X 13

Lausn: Latum v takna timann upp og n takna timann niour & fyrsta degi. P4
er u+mn =7 o0g 2u+n/2 =8. Séu bessar jofnur leystar saman feest ad u = 3
ogn =4. A prioja degi er timinn upp 4u og timinn nidur n/4 og heildartiminn
upp og nidur pvi du +n/4=4-3+4/4 =13.

Annar hluti

11. I prihyrningi ABC' eru strikin DE og F'G samsida hlid AB.
Hlutfallio milli fjarleegda fra hlio AB til striks F'G annars
vegar og fra striki F'G til striks DFE hinsvegar er 2 : 1. Finnid
flatarmal prihyrnings FGC' ef gefio er a0 flatarmal ABC er
32 cm? og flatarmdl DEC er 2 cm?.

T
&3]

&)
)

Svar: 8.
A B

Skyring: Taknum haed prihyrnings CDE med h og fjarleegd fréa striki F'G til
striks DE med z. P& er fjarleegdin fra hlio AB til striks FG jofn 2x. Par

Flatarmal ABC (Hwd ABC\® 32 (h+3z) ,
“" Flatarmal DEC (Haeé DEC’) bé gildir a0 =5 = < h ) o8 bvi

S
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12.

13.

erd=1+3- % b4 feest ad x = h. Haed prihyrnings F'GC' er pvi tvofold haed

prihyrnings DEC og par me0 er flatarmal prihyrnings FGC' fjérfalt flatarmal
prihyrnings DEC', pad er 4 -2 = 8.

Ef n er jakveed heiltala pa latum vio b(n) tdkna pversummu hennar. Til deemis
er b(138) = 12 og b(2013) = 6. Finnid summuna b(1)+b(2)+p(3)+- - -+p(100).

Svar: 901.

Skyring: Athugum fyrst a0 b(1)+Db(2)+Db(3)+---+b(9) = 45. Athugum neest
ad ef a er heiltala, 1 < a < 9 bd er summan p(a0)+b(al)+---+p(a9) = 10-a+45.
bvi faest

b(1) +b(2) +b(3) + -+ + b(100)
— 45 + (10 + 45) + (20 4 45) + - - - + (90 + 45) + b(100)
=10-45+10-45+ 1 = 901

Ath: Onnur leid er ad taka eftir ad sérhver tolustafanna 1,2,...,9 kemur 10
sinnum fyrir { einingasaetinu og 10 sinnum { tugassetinu. Svo summan er jofn
20 (1424 ---+9) +b(100) =20 - 45 + 1 = 901.

Tédknum tolurnar 1,2, 3,4, 5 med p, g, r, s, t nema hvad r6din m4 vera énnur (t.d.
getiveriad p=4,q=2,r=5,s=3o0gt=1). Latum

s + ;
Gildin & p, q,r, s,t eru valin svo a0 x verdi sem staerst. Hvada gildi hefur ¢?
Svar: 3.

Skyring: Athugum fyrst ad i hverju brotanna eru p, ¢, r og s heiléluhlutar
nefnara. Til ad brot verdi sem steerst velur madur heiltoluhlutann sem minnstan;
til a0 brot verdi sem minnst velur maodur heiltoluhlutann sem steerstan. Pvi velur
madur p eins litid og heegt er, ¢ eins stort og heegt er, r eins 1itid og haegt er og
s eins stort og haegt er. A0 pessu s6gou er valio 6tvireett. Fyrst p =1 og ¢ = 5.
Par=2ogs=4. bPa verour t = 3.



6 Efra stig 20132014

14. Fall f er pannig ad f(z)+ f(1—z) = 10 fyrir allar rauntolur z. Hver er summan
1 2 99
_ _— ce — ) ?
f(100)+f(100>+ +f(100) '

Svar: 495.

1 99 2
Skyring: Athugum fyrst ad ef x = 100 paerl—x= 100° ef v = 100 ba er

98
l—z= 100 o.s.frv. Me0o endurrdédun faest

i)+ Gl )+ Gl i) 5 ()] - oo

50 50 50
Einnig er {f (100) +f (1()0” =10 ogbvi f (100) = 5. Heildarsumman sem
spurt er um er pvi 49 - 10 + 5 = 495.

15. Finnid lausn (z,y) 4 jofnunni 322 = 3y* + 2013 par sem z og y eru jakveedar
heiltolur.

Svar: (36,5).

Skyring: Umritum jofnuna og battum: 3(z — y?)(x + y?) = 2013. Nu er
2013 = 3671 og pvi er margfeldid (z — y?)(x +y*) = 671 = 11-61, bar sem 11
og 61 eru frumpaettir. Einn moguleiki er ad z — y? = 11 og x + y? = 61 og pa
er x = 36 og y? = 25, sem gefur lausnina (z,y) = (36, 5).

Petta er reyndar eina lausnin pvi ad vegna x — y* < x +y? er adeins einn annar
moguleiki, 7 — y? = 1 og x + y* = 671, en pessar jofnur gefa ekki heiltolulausn.

Pridji hluti

16. Jafnan 2% 4 px + ¢ = 0 hefur lausnir r og s. Ritid summuna 73 + s* med tilliti
til p og q.

Lausn: Par sem r og s eru reetur margliounnar ma rita

Prprtqg=(—1)r—5)=2"—(r+s)z+7s

bvifeest ad r+s= —pogrs=gq. Naer

s =(r+s8)(r? —rs+s°) = (T+5)<(T+5>2 _3T5)

= (=p)((=p)* = 3¢)

=3pq —p°.
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17.

18.

Punktar A, B, C, D eru, i pessari r60, & beinni linu. Punktur P utan linunnar
er valinn pannig a0 eftirfarandi premur skilyroum er fullnsegt:

(a) LAPC = 90°,
(b) |CP| =|CD] og
(c) [AP]> = [AB| - |AD|.

Synid ad hornid /BPD sé rétt horn.

Lausn: Drogum hring med mioju i C' og geisla (radius) |CD| = |C'P|. Taknum
skuropunkt hringsins vio strikido AD med ). Par sem ZAPC = 90° = ZQPD
bé gildir a0 LAPQ = ZCPD = ZPDA (vegna bess ad prihyrningur CPD er
jafnarma) og bvi eru prihyrningarnir AQP og APD einslaga. Pvi faest jafnan
|AQ|/|AP| = |AP|/|AD| og bar med er |AP|?> = |AQ|-|AD|. Paer |AQ| = |AB|
og bvi Q = B. Ferilhornid BPD spannar 180° boga og er pvi 90°.

Onnur lausn Drégum hring med midju i C og geisla (radius) |CD| = |CP].
Taknum skuropunkt hringsins vid strikid AD med Q). Par sem LZAPC = 90°
ba er AP snertill vid hringinn. Samkvaemt reglu um veldi punkts vid hring
gildir ad |AP|* = |AQ| - |AD|. P4 er |AQ| = |AB| og bvi Q = B. Ferilhornid
BPD spannar 180° boga og er pvi 90°.

Finnio allar rauntolur x, y og z bannig a0 (x + 1)yz = 12, (y + 1)zx = 4 og
(z 4+ 1)y = 4.
Lausn: Litum & seinni tveer jofnurnar: Par sem

(y+1)zx=4=(2+ 1y

baer x # 0 og xyz + zx = xyz + vy. Af pvi leidir xy = xz og par med y = z.
P4 ma rita fyrstu tveer jofnurnar & forminu

(x+1)y* =12 og (y+ Dyx =4.

P4 feest ad xy? + y? = 12 og 2y? + xy = 4 og bvi er y? — 2y = 8. Petta m4 rita
ry = y* — 8 og innsetning { (y + 1)yx = 4 gefur b4

(y+1)(y* —8) =4 eda ¢y +3*—8y—12=0
Marglidan > + y? — 8y — 12 hefur ré6t y = 3 og pattast pvi
vyt =8y —12=(y—3)(y" +4y +4) = (y - 3)(y +2)".

Rauntolur z, y og z sem uppfylla allar prjar jofnur samtimis eru pa y = z = 3
ogx =4/y(ly+1) = 1/3 annars vegar og y = 2z = -2 og z = 4/y(y+1) = 2
hins vegar.
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2 1
19. Finnio allar rauntolur x pannig ad a = vt sé heiltala.
2+ 2x+3

Lausn: Vid tokum fyrst eftir pvi ad ef 2 = —1/2 bé er a = 0, sem er heiltala.
Vio tokum einnig eftir pvi a0
20+ 1 (2z+1)

24+22+3  224+2+ (20 +1)

svo a0 ef 2x + 1 > 0 ba er teljarinn minni en nefnarinn ad tolugildi og par med
er 0 < a <1 og pvi ekki heiltala.

Pa er eftir a0 skooda tilfellid 2z —1 < 0. Til pess a0 a geti verio verio heiltala, ekki
null, pa parf tolugildi teljarans ad vera minnst jafnstért og tolugildi nefnarans.
N1 er nefnarinn alltaf jakveedur: 22 + 2z + 3 = (z + 1)2 +2 > 2. Svo ad

2420 +3< 20 +1] = 22— 1

og pvi 2?2 +4x +4 < 0. En 22 + 42 + 4 = (z + 2)? svo betta getur adeins gerst
ef x = —2, sem gefur a = (—3)/3 = —1. Pad eru pvi adeins tveer rauntolur «
bannig ad a verdi heiltala, z = —1/2 og x = —2.

Onnur lausn: Skrifum jofnuna sem 2x + 1 = a(x? + 22 + 3) sem m4 umrita {
0=ar®+ (2a — 2)x + (3a — 1).

Ef a = 0 b4 er betta fyrsta stigs jafna 0 = —2x —1 sem hefur lausnina z = —1/2.
En ef a # 0 ba er betta annars stigs jafna fyrir x sem hefur rauntélulausn
einungis ef

0<(2a—2)*—4a(3a—1) =4a®> — 8a +4 — 124 + 4a
=4 —4a—8a® = 4(1 — 2a)(1 + a)
svo a0 —1 < a < 1/2. Einu heiltélurnar & pessu bili eru a = 0, sem vid héfum

begar skodad, og a = —1 sem gefur 0 = —2? — 4w — 4 = —(x + 2)? og bvi faest
lika heiltala ef x = —2.



