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Staerofraedikeppni framhaldsskélanema 2009-2010
Lausnir 4 deemum 1 arslitakeppni

Dami 1

Latum n vera einhverja jakveeda heiltolu adra en 2, 3 eda 5. Synid ad ferning megi
klippa sundur i ndkveemlega n minni ferninga (sem geta verid misstorir).

Lausn: Fyrir n = 1 parf augljoslega ekkert ad klippa og n = 4 faest audveldlega med
pbvi ad klippa 1 fjora jafnstora ferninga. Eftirfarandi mynd synir einnig hvernig klippa
ma { 6 eda 7 minni ferninga.

n=4 n==06 n="17

Fyrir alla sléttar tolur n steerri en 2 méa nota svipada adferd og fyrir n = 6, p.e.a.s.
med einu storum og n — 1 litlum medfram tveimur kéntum.

n=2%k k>2 n=2k+3, k>2

Og sidan med pvi ad skipta einum ferningnum i fjéra hluta ma alltaf fjolga ferning-
unum um 3 og pannig f4 allar oddatolur steerri en 5.

Daemi 2
Fall f uppfyllir
f@)+af(l—u) =2

fyrir allar rauntolur z. Akvardid f(2) og finnid formilu fyrir f.



Lausn: Setjum 1 — 2 inn fyrir x og faum

fA-x)+(1—-2)fl—-(1-2)=1—2z

bad er f(1 —x)+ (1 —z)f(z) =1 — z, sem ma leysa fyrir f(1 — x) og stinga inn {
upphaflegu jéfnuna:

f@+z(l—o—1-2)f(x)=2 < (1—-x+2°)f(r)=2
og par sem 22 —z + 1 = (z — 3)? + 2 > 0 fyrir allar rauntslur z, faest ad
2

X

)= a5

fyrir 6ll x, og sér i lagi ad f(2) =4/3.

Daemi 3

Finnid fjora frumpeetti télunnar 332 — 232 sem eru leegri en 100.

Lausn: Med endurtekinni pattun faest

(316 o 216)(316 + 216)
(38 . 28)(38 4 28)(316 4 216)

(3 =29 (3" +2%)(3° + 2°) (3" + 2'°)

(32 —22)(3% + 2%)(3% 4 24)(3% + 2%)(3'% 4 219)

332 o 232 —
=5-13-97- (3% +2%)(3' + 2!9)

N eru 5, 13 og 97 frumtolur og fjordi frumpatturinn undir 100 faest med pvi ad

athuga ad 3% 4+ 2% = 6817 = 17-401. Svo ad frumtdlurnar 5, 13, 17 og 97 eru peettir {
332 _ 232.

Ath: Adrir frumpaettir 332 — 232 en pessir fjorir eru allir steerri en 100, pvi 401 er
frumtala og 316 + 216 = 43112257 = 3041 - 14177 er frumpéttun & restinni.

Daemi 4

Ef x, y og z eru rauntdlur 4 bilinu [—2, 1] og x + y + z = 0, synid ad

2?4y 422 <6.

Lausn: Ef r = y = 2z = 0 er 6jafnan augljés. Annars eru tveer talnanna med 6lik
formerki. Skiptum 1 tilfelli eftir fjélda neikveedra talna:



Tver neikvedar télur, segjum x og y. Pa er z jakvaed og par sem = +y + z = 0 gildir

z=—(x+y)=|r+y|=|z|+ |y

par sem x og y hafa sama formerki. Pvi faest ad 1 > 2z > |z, |y| og bar med er
Py 42 <141+1=3.

Fin neikved tala, segjum z. Péa eru z og y jakveedar (eda 6nnur beirra nill) og liggja
ba & bilinu [0, 1], en z uppfyllir |z| < 2, svo ad

4P+ 22 <1+14+4=6.

Dami 5
I prihyrningi ABC er ZABC = 2/ACB. Sannid ad

(a) AC? = AB*+ AB - BC
(b) AB+ BC < 2AC

Lausn: Teiknum punktalinu BF sem helmingar hornid ZABC. Pa eru prihyrning-
arnir AF B og ABC' einslaga, svo

AF FB AB
AB  BC AC
og ennfremur er BF'C' jafnarma med F'C' = F'B. Pa feest:

. (@) AC? = AC . (AF + FO)

= AC - AF + AC - FC
= AC - AF + AC - FB
= AB?> + AB - BC

(b) Notum jofnuna ur lid (a):

AC? = AB* + AB - BC

= AB - (AB+ BC)
AC
AB+BC =——-A
- + BC 1B C
BC
|
FB ¢

< 2AC
pbar sem sidasta 6jafnan er afleiding af prihyrningséjéfnunni: BC' < FB+FC = 2F B.

A



Dami 6
Synio, fyrir allar heiltélur n > 1, ad summan

SR
1 2 3 n

sé ekki heiltala.

Lausn A: Latum 2% vera haesta veldid af 2 sem gengur upp einhvern af nefnurunum,
b.e.a.s. einhverja af tolunum fra 1 upp i n. Pad er reyndar jafngilt heesta veldinu af
2 sem er jafnt eda minna en n, sem pydir ad k er heiltala pannig ad 2 < n < 2F+1,
Athugum sidan ad pa er adeins ein tala 4 medal 1,2,...,n sem er deilanleg med 2,
nefnilega talan 2* sjalf, pvi nesest minnsta jakveaeda heiltalan sem er deilanleg med 2*
er 2-2F = 21 sem er steerri en n.

Latum na m vera minnsta samnefnara fyrir brotin, p.e. minnsta samfeldi 1,2,...,n.
Pa er m = 2% . d par sem d er oddatala. Lengjum 61l brotin pannig ad pau hafi m
sem nefnara og tokum eftir ad teljarinn verdur slétt tala fyrir 6ll brotin nema eitt,
bvi pad parf ad lengja 61l brotin med sléttri télu til ad na veldinu af 2 upp i 2* nema
fyrir brotid 1/2%, sem verdur (d-1)/(d - 2¥) = d/m. Leggjum nt saman teljarana, en
par sem einn er oddatala en allir hinir sléttir er summa teljaranna oddatala. Summa
brotanna er pvi jofn s/m bar sem s er oddatala og m er slétt tala og getur pa ekki
verio heiltala pvi slétt tala gengur aldrei upp i oddatolu.

Lausn B: Latum p vera steerstu frumtéluna minni en eda jafna n. Pad er vel pekkt
a0 pad er frumtala milli k£ og 2k fyrir heilar tolur £ > 1. Pess vegna er 2p > n,
og p gengur bvi ekki upp { neinni télu i {1,...,n} annarri en sjalfri sér. Skodum
1+1/2+---+1/n, og leggjum fyrst saman alla lidi nema 1/p og latum a/b vera pa
summu fullstytta. p gengur pa ekki upp i b. Pa sjaum vid ad p gengur upp i nefnara
a/b+1/p = (pa+b)/(pb), en ekki teljara. Petta er upphaflega summan, og hun er
bvi ekki heil tala.

Ath: Nokkrir reyndu prepun og aetludu pa ad syna ad neesta tala i r6dinni sé ekki
heiltala ef st & undan er pad ekki, en su forsenda dugar alls ekki.

I pessari lokakeppni toku patt 30 nemendur tr atta framhaldsskolum. Medalstigafjoldi
fyrir hvert deemi var eins og eftirfarandi tafla synir:

1 2 3 4 5) 6 alls
7,67 4,57 523 3,17 1,50 0,53 | 22,67

Vid pokkum 6llum peim sem toku patt og adstodudu vid keppnina.
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