Félag raungreinakennara Laugardagur, 13. mars 2021
Islenska staerdfraedafélagid kl. 10:00-14:00

Staerdfraedikeppni framhaldsskélanema 2020-2021
Urslitakeppni — Lausnir

Daemi 1
Gutti zetlar ad lita sérhverja hlid tenings annadhvort rauda eda blaa. Hversu marga ¢lika
teninga getur Gutti endad med?

Daemi 1 — Lausn
NG getur fernt gilt:

(i) Allar hlidar eru eins & litinn. Allir alblair (OR6B) teningar eru eins (og alraudir lika).

(ii) Ein hlid raud og fimm blaar (eda &fugt). Ef ein hlid er raud pa er métlaeg hlid hennar
bla og adlaegar hlidar peirra métleegu sémuleidis blaar. Hér er pvi adeins um 1 (1R5B)
tening ad raeda. Sama gildir um 5R1B tening. Alls eru pvi tveir teningar af pessari gerd.

(iii) Tvaer raudar hlidar og fjorar blaar. (eda &fugt). Ef tvaer hlidar eru raudar (2R4B)
ba eru paer annadhvort métlaegar eda adlaegar. Gerd teningsins radst fullkomlega af
beirri stadreynd. Pvi eru tveir 2R4B teningar og tveir 4R2B teningar, alls fjérir teningar
mogulegir af pessari gerd.

(iv) Prjar raudar, prjar blaar. Ef prjar hlidar eru raudar pa eru prjar blar (3R3B). Litum 4
bessa prennd. N4 er annadhvort eitt par hlidanna métlegar eda ekki. a) Ef svo: pa
liggur hin & milli peirra og paer mynda pa adlaega reemu. b) Ef ekki: Pa liggja allar raudu
hlidarnar ad sameiginlegum hornpunkti og raedst teningurinn fullkomlega af pvi. Teningar
i a) og b) eru ljéslega ¢likir, alls tveir.

Pad ma pvi lita teninginn & samtals 2 + 2 + 4 + 2 = 10 vegu.



Dami 2
[ hvasshyrndum prihyrningi ABC' er D fétpunktur haedarinnar ar A og E fétpunktur haedarin-
nar Gr B. Synid ad prihyrningarnir ABC' og DEC' séu einslaga.

Dami 2 — Lausn

Adferd |

Taknum skurdpunkt haedanna tveggja med O. Pad er
ljést ad rétthyrndu prihyrningarnir AEO og ODB eru
einslaga; sér i lagi er ZDBO = ZEAQ. Pvi eru rét-
thyrndu prihyrningarnir BEC og ADC einslaga. Pess
vegna er CD/CE = CA/CB og prihyrningarnir ABC
og DEC pvi einslaga.

Adferd 1l

Taknum skurdpunkt hadanna tveggja med O. Pad
er ljost ad rétthyrndu prihyrningarnir AEO og ODB
eru einslaga svo OE/OA = OD/OB og pbarmed eru
prihyrningarnir OAB og OFED einslaga. Sér i lagi er
/ZBED = /ZBAD. Par sem

/BED+ /DEC =90° = /BAD + ZDBA

faest a0 /DEC = ZDBA. Prihyrningarnir ABC' og
DEC eru pvi einslaga.

Adferod Il

Takid eftir ad AEB og ADB eru rétthyrndir prihyrningar
med sameiginlega langhlid AB. Ferhyrningurinn AEDB
er pvi rasadur og summa métlegra horna hans 180°.

Pa er /BAC = ZEDC og parmed eru prihyrningarnir
ABC og DEC einslaga




Daemi 3
Hversu margar fjogurra stafa tolur n = abed (a, b, ¢ og d eru télustafir n) eru pannig ad a > d
og mismunurinn abed — dcba er spegiltala?

Dami 3 — Lausn
Finnum fyrst allar fjogurra stafa spegiltdlur sem fast & pennan mata.
Latum abed — deba = ryyx eda

+
L | X Q.
o< 0
0 < o
ol X

Par sem a > d hlytur ad vera geymt i einingasaztinu og a + x = 10 + d. Einnig sést af
busundasatinu ad d + x < 10 og pvier a = d+ x eda a = d + x + 1 eftir pvi hvort pad er
geymt i hundradasatinu eda ekki. Med pvi ad setja seinni jofnurnar inn i pa fyrri faest:

2x ef ekki var geymt i hundradasatinu

100=a+2—-d= .
{2:1: + 1 ef geymt var i hundradasztinu

Par med er ljést ad x = 5 pvi seinna tilfellid gefur enga lausn.

Einnig vitum vid ad pad var geymt i einingasaetinu og pad er ekki geymt i hundradasztinu.
Par sem ekki er geymt i hundradaszetin gildir b > c.

Athugum na hvort b = ¢ geti gengid. Pa gefur tugasatido b+ y+1 =104+ ¢ = 10+ b eda
y = 9 par sem geymt er i einingasatinu. P4 er geymt i tugasaetinu. Hundradasztid gefur pa
c+y+1=10+ c sem pydir ad geymt er i hundradasatinu sem er métsdgn pvi vid héfum
begar synt ad ekki var geymt i hundradasaetinu. Par med gildir ad b > c.

Par sem b > ¢ hlytur ad vera geymt i tugasatinu og b+ y + 1 = 10 + ¢. Par sem geymt er
i tugasatinu og ekki i hundradasatinu pa gildir ad ¢+ y + 1 = b. Med pvi ad setja seinni
jofnuna inn i pa fyrri faest:

10=bt+y+1l—c=2y+2
sem gefur y = 4. Einniger ljést ad a = d+5 og b = c+5 og par ad aukiera < 9,6 <9,¢>0
og d > 1. Sem gefur valmoéguleikana d = 1,2,3,4 0og ¢ =0,1,2, 3, 4.
Ef (a —d) =1 o0g c>berabed — dcba =999 — 10(c — b)
Heildarfjoldi fjégurra stafa talna abcd pannig ad a > d og abed — dcba er fjogurra stafa
spegiltala er pvi 5 -5 = 25. Til deemis ef valid er c = 0 og d = 1 faest 6501 — 1056 = 5445.

Fyrir tilfellid par sem n er priggja stafa spegiltala skodum vid

n = abcd — dcba = (a-10° +b-10* + ¢- 10+ d) — (d- 10> + ¢- 10>+ b- 10 + a)
=(a—d)-10° +(b—¢)-10* + (c—b) - 10+ (d — a)
=(a—d)-10*+(b—¢)-10* = (b—¢) - 10 — (a — d)
=(a—d)-(10° = 1) + (b —¢) - (10> — 10)
= (a—d)- 999+ (b—c) - 90

Vid faum bpriggja stafa tolu ef fyrsti studullinn a —d = 1. Pa er n = 999 + (b — ¢) - 90.

Sidasti stafur n er pa 9 svo fremsti stafurinn parf ad vera pad lika. Ef 0 < b — ¢ < 10 pa er

90 < (b—1¢)-90 <9-90 = 810. Pa ern > 999 + 90 = 1089 og n < 999 + 810 = 1809 svo



n er fjogra stafa tala med 1 sem fremsta tolustaf. Par sem aftasti tolustafurinn er 9 = 1 pa
er n ekki speglitala.

Efb—c=0paern=999+0- 90 = 999 sem er vissulega spegiltala. Petta pydir ad b = ¢
og par sem 0 < b,¢ <9 pba ma velja b og ¢ saman & 10 vegu.

Ef b—c=—1paern=2999—1-90 =909 sem einnig er spegiltala. Petta pydirad c =b+1
og pvi ma velja ¢ ar menginu {0,1,...8} 4 samtals 9 veguog pa b=c+ 1

Ef 9 <b—c< —2paer —810=(—9)-90 < (b—c)-90 < (—2) - 90 = —180. bvi er
n > 999 — 810 = 189 og n < 999 — 180 = 819 en pa er n priggja stafa tala og pvi er fremsta
tala m ein af 1,2,...,8 og pvi ekki 9. Pvi er n ekki spegiltala.

Na ma velja a,d € {0,1,...,9} p.a. a—d =149 vegu. p.e.
(a,d) eru (1,0),(2,1),...,(9,8). Vid hofum sé ad velja ma (b,c) 8 10 + 9 = 19 vegu og pvi
ma velja (a, b, c,d) i pessu tilviki 4 9+ 19 = 171 vegu p.a. n sé spegiltala.



Daemi 4
Gefid er ad marglidan

P(z) = 302" + 172* — 1372% + 132 4 60
hefur raetur r1, 79,73 og ry. Hvert er gildi margfeldisins (1 4 r1)(1 4+ ro)(1 4+ r3)(1 +74) ?

Dami 4 — Lausn

Par sem P(x) hefur nallstddvar 11,79, 73,74 pa er P(x) = 30(x—7r1)(x—7r2)(x—73)(x—714). SEr
ilagier P(—1) =30(—1—ry)(=1—r9)(—1—r3)(—1—ry) = 30(147r1)(1+7r2)(1+r3)(1+7ry).
Hoéfum pvi ad

P(-1) 30—-17-137—13+60 —77
30 30 30

(L)1 +r2) (1 +73)(1+714) =

Dami 5

[ sléttunni eru 2021 punktar, sumir svartir og adrir graenir. Sérhver svartur punktur er i fjar-
leegdinni 2021 fra nakveemlega tveimur graeenum punktum. Hver er minnsti mogulegi fjoldi
grenna punkta?

Dami 5 — Lausn
Fyrir sérhvert par af greenum punktum eru nadkvaemlega tveir svartir punktar sem eru i fjar-
leegdinni 2021 fra badum grenu punktanna. Pvi eru i hasta lagi tveir svartir punktar fyrir

sérhvert par af greenum punktum.

Latum ¢ takna fjolda graenna punkta. Fjoldi para af greenum punktum er (g) = (51_9—2!)!2! =

. Pa eru i haesta lagi g(g — 1) svartir punktar. Latum s takna fjolda svartra punkta, svo
s < g(g—1). Vid viljum pa lagmarka g med s + g = 2021. Faum ad

g(g—1)
2

2021 =s5+g<glg—1)+g=g

Minnsta ferningstalstalan staerri en 2021 er 452 = 2025, svo vid setjum g = 45.
Finnum na uppsetningu sem virkar. R60um 45 graenum punktum 4 strik styttra en 2- 2021 =
4042. Vio getum pa fyllt upp med svortum punktum sem svara til para af peim.

Vid athugum ad i pessari uppsetningu skerast svartir punktar sem svara til mismunandi para
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Dami 6
Fyrir hvada frumtdlur p er 1 + p + p? + p?® ferningstala?

Dami 6 — Lausn

Adferd 1 Tokum eftir ad p = 2 gengur ekki pvi 9 =32 <1+ 2+4+8 = 15 < 4% = 16.
Gerum rad fyrir ad p sé oddatolu frumtala pannig ad 1+ p+p? +p3 = n? fyrir jakvaeda heiltslu
n. Pa ma umrita jéfnuna i p(1+p+p?) = (n—1)(n+1) svo jést er ad p gengur upp in—1
eda p gengur upp i n+ 1. Svo annad hvort ma skrifa n — 1 = pk eda n+ 1 = pk fyrir jakvaeda
heiltslu k. | badum tilfellum gildir k < p par sem p = k getur ekki gilt pvi pa gengur p oftar
upp i heaegri hlidina en pa vinstri og ef p < k pa er

n=1)-(n+1)>(kp—2)-(kp) > ((p+1)p—2)-(p+1)p

=p'+2p" —p* —2p—p>p' >p(l+p+p?).

Gerum rad fyrir ad p gangi upp i n — 1 og skrifum n — 1 = pk fyrir jakvaeda heiltdlu k.
Pad er n +1 = pk + 2 og vid héfum p(1 + p + p?) = pk(pk + 2) = p(pk* + 2k) sem
gefur 1+ p+p? = pk? + 2k. Ef vid skodum bess jéfnu mod p fest 1 = 2k (mod p) sem

hefur lausnina k = ]‘%1 (mod p). Par sem k < p gildir k = 1%1. Vid hofum pvi

+1)? +1 +1)°
1+p+p2=pk2—|—2k’:p(pT> +2(7’T):p(pT> +p+1

_p+12
P=\"3

Petta hefur augljéslega enga lausn fyrir frumtdlu p.

sem er jafngilt

Gerum pa rad fyrir ad p gangi upp i n + 1 og skrifum n + 1 = pk fyrir jakvaeda heiltdlu
k. Paern—1 = pk—2 og vid héfum p(1 + p+ p?) = pk(pk — 2) = p(pk? — 2k) sem
gefur 1+ p+ p? = pk? — 2k. Ef vid skodum bpess jofnu mod p faest —1 = 2k (mod p) sem

hefur lausnina k = ;%1 (mod p). Par sem k < p gildir k = ;%1_ Vid héfum pvi

9 9 p—1 2 p—1 p—1 2
l+p+p =pk"—2k=p|——) -2(—— | =p|——) —p+1
2 2 2
sem er jafngilt
p—1\?
2=——

dp+8=p*—2p+1

SVO

sem gefur
0=p*—=6p-T=(p-T)(p+1)
Sem hefur frumtélulausn p = 7.

Eini frumtalan sem uppfyllir skilyrdid er pvi p = 7 og pa er
1+ 7+7 47 =400 = 20°.

Adferd 2 Vid héfum pegar synt ad p = 2 er ekki lausn svo gerum rad fyrir ad p sé oddatala.
Einnig pattast 1 +p +p> +p* = (1 +p)(1 +p?). Ef 1 +p og 1 + p? hafa samdeili d.
Pa gengur d upp i allar linulegar samantektir af 1 4+ p og 1 + p?. Sér i lagi gengur d upp i



1(p*+1)—(p—1)(p+1) =p*+1—(p*>—1) = 2. Steersti samdeilir 1 +p og 1+ p? er pvi 2.
Vid getum bvi skrifar p + 1 = 2m og p* + 1 = 2n par sem m og n eru 6sampata. Einnig er
(1 +p)(1 + p?) = 4mn fernings tala. Par sem 4 er ferningstala og m og n eru ésampata ba
hlj6ta baedi m og n ad vera ferningstolur. Skrifum p 4+ 1 = 2m = 2a? og p*> + 1 = 2n = 2b?
fyrir einhverjar jakvaedar heiltdlur a og b.

Athugum nana jéfnuna p(p — 1) = p> +1 — (p+ 1) = 20® — 2a%> = 2(a + b)(b — a). | fyrsta
lagi gildi 24> = p +1 < p* + 1 = 2b? svo a < b. Einnig gildir 2p? > p?> + 1 =2b*> svo p > b
og par med a < b < p. Fyrst p(p — 1) = 2(a + b)(b — a) gengur p upp i einhverja talnanna
2 b—aedaa+b Enp>2o0gb—a<a<psvop hlytur ad ganga upp i a + b. Einnig er
a+b < 2b < 2p svo eini moguleikinn er ad a+b =p. Paerp—1=2(b—a) eda p%l =b—a.
Ef vid drégum na seinni jofnuna fra peirri fyrri faest

p—1 »p+1

2a = b—(b—g)=p—— - =2~
a=a-+ (b—a)=p 5 5

en p+1=2a? svo

1 2a?
Qa:]i:i:a2
2 2
Par med er a = 2 sem gefur p = 7.

Eina lausnin er pvi p = 7 sem er lausn samanber adferd 1.



