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Steerofraedikeppni framhaldsskélanema 2011—2012
Lausnir 4 deemum 1 arslitakeppni

Daemi 1

Finnio 61l por af rauntélum p og r sem leysa jofnurnar:

p+pr+pr? =28
p*r + pPr? + p*r® = 224

Lausn: Pattum badar jofnurnar

p(1+7r+7?) =28
pr(l+r+1r?) =224

og bé sést med pvi ad deila peirri fyrri i pa seinni a0 pr = 224 /28 = 8. N margfoldum
vio fyrri jofnuna med r og faum

pr(l+r+7?) =28 < 8147+ =28r

svo ad
0=8r?—20r +8=4(2r* — 5r +2) =4(2r — 1)(r — 2)

og bvi r = 1/2 eda r = 2. Pad eru pvi tveer lausnir: p =16, r =1/2 0gp =4, r = 2.

Daemi 2 g X

Rétthyrningurinn PQ RS taknar A4-blao, pao er
PQ : PS = /2 : 1. Rétthyrningurinn (bladid)
er brotinn pannig ad hornid @ leggst 1 punktinn Y
X & hlidginni SR og brotalinan PY liggur um
punktinn P. Lengd hlidarinnar PS er 1. Finnio
hlidarlengdir prihyrningsins RXY'. P S Q
Lausn A: Par sem PS = 1 ba er PQ = /2. Rétthyrndi prihyrningurinn PSX
hefur skammhlid PS = 1 og langhlid PX = PQ = /2. Pvi verdur skammhlidin
SX ad vera af lengd 1. Prihyrningurinn PSX er pvi jafnarma, med tvo 45° horn.
Par sem hornid PXY er rétt horn pa er prihyrningurinn RXY einnig jafnarma med
skammhlidar YR = XR = v/2 — 1 og langhlid XY =2 - XR =2 — V2.

Lausn B: Par sem PS = 1 pa er PQ = /2. Ef vid taknum SX = y og RY = z
paer XY =YQ =1—20g XR =2 —y. Irétthyrnda prihyrningnum PSX er
langhlidin PX = PQ = /2 og pvi gildir jafnan

12447 = (V2)°




Pvier y = 1 og par med er XR = /2 — 1. I rétthyrnda prihyrningnum RXY gildir
jafnan

(V2—-12+22=(1—-2z)?
Ef margfaldad er upp tr svigum faest
3—2V2+a2=1-22+2?

ogbvierzt=v2—1og XY =1—2=2—+2.
Lausn C: Par sem PS =1 p4 er PQ = /2. Par sem prihyrningarnir PQY og PXY

eru jafnir pa gildir eftirfarandi:

/SXP = /XPQ
= 2/Y PQ = 2(90° — /PYQ)

= 180° — 2/PYQ
= 180° — (LPYQ + ZPY X)
— /XYR

Prihyrningarnir X RY og X .SP eru bvi einslaga. Kéllum RY = z. Paer XY =YQ =
1 —z. Nt er PX = PQ = /2 og pvi faest:

\/5_1—95

. Loks faest

svovV2x=1—xo0g bvizx =

Daemi 3

Sannio ad fyrir sérhverjar fimm heiltolur sé alltaf haegt ad finna tveer peirra, sem eru
annad hvort pannig a0 summa peirra eda mismunur sé deilanlegur meod 7.

Lausn: Skodum leifaflokka pegar deilt er med 7 i heiltélurnar. Leifarnar geta ba
verid & bilinu fra 0 til 6, p.e.a.s. skrifa ma sérhverja heiltélu n sem n = 7¢ + r par
sem ¢ er heiltala og r er ein af t6lunum 0,1,...,6. Ef tveer af t6lunum fimm lenda {
sama leifaflokki (hafa somu leif ) b4 er mismunur beirra deilanlegur med 7. Ef hins
vegar engar peirra eru i sama leifaflokki pa skooum vid eftirfarandi fjorar griappur af
leifaflokkum

(a) 1 og 6 (b) 2 0g 5 (c) 3og4 (d) 0

en samkveemt skuffureglunni veroa einhverjar tveer af tolunum fimm a0 lenda i sému
griappu og ba er summa beirra tveggja deilanleg med 7. (T.d. ef beer eru i grappu (b)
bé er 6nnur af gerdinni 7¢; + 5 en hin 7g, + 2, svo summan er 7q; + 7qy + 7.)



Dami 4

Finnid allar jakvaedar heiltélur m og n pannig ad m gengur upp 1 2n — 1 og n gengur
upp i 2m — 1.

Lausn A: Par sem m gengur upp i 2n — 1 og n gengur upp i 2m — 1 eru til jakvaedar
heiltolur ¢ og j pannig ad im = 2n — 1 og jn = 2m — 1. Ef vid leysum fyrri jofnuna
fyrir n og stingum inn i seinni feest ijm < ijm—+j =4m—2 < dmsvo ij < 4. Ljost er
a0 annao hvort ¢ eda j parf ad vera 1 og hin er minni en 4. Vegna samhverfu megum
vio gera rad fyrir ad j = 1. Pa gefur ijm + j = 4m — 2 lausnirnar (n,m) = (1,1) og
(n,m) = (5,3) fyrir i = 1 og i = 3 en i = 2 gefur enga lausn. Allar lausnir & (n,m)
sem uppfylla skilyrdin eru pvi (1,1), (3,5), (5, 3).

Lausn B: Athugum fyrst ad m og n verda ad vera oddatolur, pvi sléttar tolur
geta ekki gengio upp 1 oddatolurnar 2n — 1 og 2m — 1. Margfeldid mn gengur upp
i margfeldid (2n — 1)(2m — 1) = 4mn — 2n — 2m + 1 og bar med gengur mn upp i
2n 4+ 2m — 1. Par sem m og n eru jakvaedar, pa leidir af pessu ad mn < 2n +2m — 1,
sem jafngildir mn —2n —2m+4 < 3, baod er (m —2)(n—2) < 3. Ef m = 1 ba gengur
nuppi2-1—1=1,svoad n = 1. Petta gefur eina lausn m = n = 1. Annars purfa
baedi m og n ad vera > 3 og pa lika < 5. Ef m =3 bad gengur n uppi2-3—-1=5
svon =5, enef m =5 pé gengur nuppi2-5—1=9svon=3. Faum pvi prjd por
(m,n) sem uppfylla skilyroi deemisins: (1, 1), (3,5) og (5, 3).

Daemi 5

[ ferhyrningi ABCD eru hornin ZADC og ZBCD sterri en 90°, F er skurdpunktur
linunnar AC' og linu gegnum B samsida AD og E er skurdpunktur linunnar BD og
linu gegnum A samsida BC. Sannid a0 E'F er samsida C'D.

A

Lausn: Latum X vera skurdpunkt linanna
AC og BD. Par sem linurnar AF og BC eru
samsioa pa er ZAEX = ZCBX. Prihyrning-
arnir AEX og CBX eru pvi einslaga. A sama
hatt sést a0 LDAX = ZBFX svo prihyrn-
ingarnir DAX og BF X eru einnig einslaga.

Af pessu leidir ad eftirfarandi jofnur hlutfalla gilda:

XE XA XD XA
XB XxXC % XB  XF

Ef fyrri jofnunni er deilt 1 pa sidari faest:

XD XC
XE XF
Prihyrningarnir DXC og EXF eru pa einslaga og bvi er DC' samsida FF.



Dami 6

100 lampar mynda ferning sem er 10 lampar 4 breidd og 10 lampar & haed. A sérhverj-
um lampa er hnappur. Ef ytt er & hnappinn & einhverjum lampa breyta allir lampar 1
sama dalki og allir lampar 1 sému linu auk lampans sjélfs um &stand, p.e. pad kviknar
4 beim sem slokkt var 4 og bad slokknar & peim sem kveikt var 4. (Lampar sem hvorki
eru { somu linu né sama dalki haldast 6breyttir 4 medan.)

Fyrir hvada upphafstédur er haegt ad kveikja 4 6llum lompunum? M.5.0. & hvada
l1ompum ma vera kveikt og slokkt & i upphafi, svo ad haegt sé med pvi ad yta & rofana
a0 enda med ljos 4 6llum l6mpunum?

Lausn: Fyrir hnapp & akvedonum lampa L athugum vio hvad gerist ef vio ytum &
hnappana 4 6llum l6mpunum sem breyta um astand pegar ytt er 4 hnappinn 4 L,
p.e. vid ytum vio & hnappan 4 6llum l6mpunum sem mynda kross i gegnum L.

e Lampar sem eru ekki krossinum breyta ndkvaemlega tvisvar um astand pvi peir
koma fyrir fyrir einum dalki sem breytist og einni linu sem breytist. Peir enda
pvi i sama astandi og peir byrjudu i.

e Lamparnir { krossinum fyrir utan L breyta ndkvaemlega tiu sinnum um &stand
begar ytt er &4 takkana i linunni eda dalkinum sem beir eru i. Peir enda pvi {
sama astandi og peir byrjudu i.

e Lampinn L breytir ndkveemlega nitjan sinnum um &stand: Niu sinnum pegar
ytt er 4 hnappa lampanna i sama dalki, niu sinnum begar ytt er 4 hnappa
lampanna 1 sému linu og einu sinni pegar ytt er & hnappinn & L. Hann endar
pvi breyttu astandi fra pvi sem hann byrjadi 1.

Pessi adgerd breytir pvi bara dstandinu & L en allir adrir lampar enda { sama astandi
og fyrir adgerdina. Par med er 1jost a0 ef vid endurtékum pessa adgero fyrir alla lampa
sem slokkt er 4 er haegt ad enda meo alla lampana kveikta hvernig sem upphafstadan
er.

Ath: Med bessari aoferd er hugsanlega oft verid ad yta 4 sama hnappinn og petta er
ekki fljotvirk leid. En um pad er ekki spurt, heldur bara hvort pao sé yfirh6fud haegt
ad kveikja 4 6llum 1ompunum. Ahugasamir geta reynt ad finna fljotvirkustu leidina,
en minnsti fjoldi skrefa er audvitad hadur upphafsstéounni.

I bessari lokakeppni toku patt 25 nemendur ar fimm framhaldsskolum. Medalstiga-
fjoldi fyrir hvert deemi var eins og eftirfarandi tafla synir:

1 2 3 4 5) 6 alls
8,16 888 6,04 448 2,16 0,64 | 30,36




