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Urslitakeppni

Athugid: Notid adskilin bl6d eda arkir fyrir hvert deemi. Petta skiptir mali vid yfirferd.

Daemi 1
Synid ad margfeldi tveggja adliggjandi talna i rununni ¢, = n(n+ 1) med n € N gefi dtkomu
sem einnig tilheyrir rununni.

Dami 2
Prihyrningur ABC' er innritadur i hring med radius R. Synid ad

|AB| - |AC| = 2R - hpc

bar sem hpc er haed prihyrningsins & hlidina BC'.

Daemi 3

A fremsta bekk i biésal eru 10 szeti fullskipud. Allir fara fram 7 hléi og eftir hlé gildir ad annad
hvort sest folk i sitt fyrra saeti eda i seeti vid hlid sins fyrra satis. A hve marga vegu getur
folkio & fremsta bekk sest i seeti eftir hlé?

Demi 4
Synid ad til séu éendanlega margar prenndir nattarlegra talna (a, b, ¢) pannig ad

a4+ +1=c2

Daemi 5 .
Finnid staersta gildid & — ef jafnan
Y

(z—3) +(y—3) =6

gildir um rauntalnaparid (z,y).

Daemi 6

Gutti velur jakvaedar heiltélur zq, 2o, ..., x, med n > 1 og heldur peim leyndum. Jérmunrekur
vill komast ad gildi peirra. Gutti leyfir Jérmunreki ad velja einhverjar n jakvaedar heiltolur
ai,as, . .., a, eins oft og hann vill og segir Gutti honum pa atkomu summunnar a1 + asxo +
...+ a,x, i hvert skipti. Hversu oft parf Jormunrekur ad velja nyjar télur ad minnsta kosti
til pess ad takast atlunarverk sitt um ad akvarda tolurnar xy, xo, ..., x, burtséd fra pvi hvada
tolur Gutti valdi?



Lausn 1

Tolurnar k(k + 1) og (k+ 1)(k +2) med k € N eru samliggjandi i rununni. Margfeldi peirra
er

E(k+1)(k+1)(k+2)=k(k+2)(k+1)(k+1)
= (k* + 2k)(k* 4+ 2k + 1)
=m(m+1)

bar sem m = k2 + 2k er nattarleg tala og pvi faest ad margfeldi samliggjandi talna i runnunni
tilheyrir henni sjalfri.

Lausn 2

Taknum had prihyrningsins ABC & hlidina BC
med AH. Prihyrningurinn AHC' er ba rétthyrndur
brihyrningur.

Teiknum midstreng AD.  Prihyrningurinn ABD
er pa rétthyrndur og ferilhornin ZADB og ZACH
eru jofn par sem pau spanna sama boga. Prihyrning-
arnir ABD og AHC eru pvi einslaga.

Pa faest
AB AH
E:E svo AB-AC =AH - AD

Med 68rum ordum AB - AC = 2hR.

C

Einnig ma leysa petta deemi med pvi ad nota reglu um flatarmal prihyrnings:

1 1
F = SJAC| - |AB] - sin(4) = Shgc - |BC|

sem gefur ad
hpc|BC|

sin(A) (*)

Athugum bpvi naest ad @ = Rsin(A) og pa |BC| = 2Rsin(A) og med pvi ad setja pad inn
i () feest nidurstadan

AC] - 1AB| =

AB-AC =2R - hpc.



Lausn 3

Ef einhver skiptir um sati eftir hlé pa litum vid & satin vid hlid sztanna tveggja sem hann
sat i fyrir og eftir hlé. P4 er |jést ad sa sem sat 6dru megin vid satin tvo getur ekki sest i
saetin hinu megin peirra og 6fugt. Par sem fjoldi peirra sem sitja & hvora hlid pess sem faerir
sig breytist um einn (fjélgar um einn peim megin sem stid losnar og faeekkar um einn peim
megin sem seti er tekid) pa verdur sa sem missti sitt sati ad setjast i pad saeti sem losnadi
vio flutninginn.

Latum na f,, takna fjolda moéguleika fyrir n menn til ad setjast i n samliggjandi sati pannig
ad annad hvort skipti tveir hvor vid annan um sati fyrir og eftir hlé eda menn setjast aftur i
sitt seeti.

Litum & endasati. Ef s4 sem par sat sest aftur i seetid sitt pa purfum vid ad telja &4 hve marga
vegu ma koma hinum n — 1 mdénnunum i n — 1 samliggjandi sati sem eru eftir og pad eru
frn—1 moguleikar & pvi. Ef aftur & méti hann skiptir um sati vid naesta mann pa purfum vid
ad telja & hve marga vegu ma koma hinum n — 2 ménnunum i n — 2 samliggjandi sati sem
eftir eru og pad eru f,_o leidir til pess. Vid faum sem sagt rakninguna f,, = f,_1 + fn_o.
Pad er bara ein leid til ad koma einum manni i eitt sati svo f; = 1 en aftur & méti eru tveer
leidir til ad koma tveimur i tvo sati (annad hvort skipta peir um szti eda sitja afram i sinum
setum) svo fo = 2. Rakningin gefur pa

fs=f+hh=2+1=3, fr=fo+ fs =13+8 =21,
fi=[fs+ fo=34+2=5, fs = fr+ fo =21 +13 = 34,
fs=fi+fs=5+3=38, fo = fs+ fr =34+ 21 = 55,
foe=fi+fi=8+5=13, fio = fo+ fs = 55+ 35 = 89.

Pad er pvi haegt ad koma 10 moénnum a 89 vegu i aftur i setin pannig sérhver setjist annad
hvort i sitt seeti eda naesta sati vid pad.

Einnig er haegt ad telja fjolda mdguleika pegar engir skipta um szeti, eitt par skiptir um sati, tvo,
brja, fjogur og fimm por skipta um szti og leggja svo allt saman. Hvert par myndar sztablokk
ar tveimur saetum sem lita ma a sem eitt stort sati og seetunum faekkar pa sem svarar fjolda
para. Daemid hefur pa verid umritad yfir i ad velja stadi fyrir stéru setin. Moguleikarnir verda
bvi fyrir ekkert par (100) = 1, eitt par (?) =9, tvo por (S) = 28, prja por (g) = 35, fjogur por
(2) = 15 og fimm pér (g) = 1. Samtals verda pvi 1 +9 428 + 35+ 15+ 1 = 89 moguleikar.

Lausn 4
Sem daemi um lausn 4 jéfnunni ma nefna 182462 +1 = 192 og 222 + 462+ 1 = 512. Skiptum
i prja tilvik:

1. a og b eru badar oddatdlur. P4 er summan i vinstri hlid jéfnunnar samleifa 3 matad vid
4. Par sem haegri hlidin er ferningsstaerd pa gengur pad ekki upp.

2. a og b eru 6nnur oddatala og hin slétt tala. Pa er summan i vinstri hlid jéfnunnar
samleifa 2 matad vid 4. Par sem haegri hlidin er ferningsstaerd pa gengur pad ekki upp.

3. a og b eru badar sléttar tolur. Pa verdur c ad vera oddatala til ad jafnan gangi upp.
Setjum a = 2n,b = 2m og ¢ = 2k + 1 med n,m, k € N og faum:
(2n)? 4+ (2m)* + 1 = (2k + 1)?
4P+ m?) +1=4(k*+k)+1



svo ad n? + m? = k? + k. Petta getur avallt stadist ef &k er ferningstala; & = d? og
k? = d* med d € N og pa er

(2d*)? + (2d)* + 1 = (2d* + 1)
Velja ma hvada d € N sem er og pvi eru lausnirnar ételjandi margar.
Lausn 5

Gerum okkur grein fyrir eftirfarandi:

e Jafnan (z — 3)2 + (y — 3)? = 6 lysir hring med midju (3,3) og radius v/6 < 3; hring
sem liggur alfarid i fyrsta fjérdungi hnitakerfisins.

e Ef punktur (z,y) er & pessum hring og hlutfallid x/y er taknad med k pa liggur (x,y)
einnig a linunni y = (1/k)x.

Spurningin verdur ni:
Hver er minnsti halli linu y = max sem sker hringinn (z — 3)? + (y — 3)? = 67

Lausnaleid 1 Svarid er nokkud augljéslega halli peirrar linu sem er snertill vid hringinn; sa
lina y = mx sem er pannig ad hian hefur adeins einn punkt sameiginlegan med hringnum; si
lina ¥y = mx sem er pannig ad jafnan

(x—3)?+ (mx—3)>=6
hefur adgreini (b* — 4ac) nall. Sa lina sem er pannig ad
(1+m?*)z? —6(1+m)z+12=0
hefur steerdina 36(1 + m)? —4- (1 4+ m?) -12 = 0, p.e. 3(1+m)? —4(1 + m?) = 0 svo
m2—6m+1=0. baderm=23=+22.
1

1
Minnsti hallinn er pvim =3 —2v/2= = ogpvierk = ——— = 3+ 2¢/2.

Lausnaleid 2 Notum ad hallatala linu er m = tan# par sem 6 er hornid sem linan myndar
vid larétta linu:

. Rétthyrndur prihyrningur hefur pekktar hlidar 3v/2 og /6.
pridja hlid reiknast /(3v/2)? — (v6)? = 2v/3. Hallatala

/K snertils er

6

3v/2 VG tan 6 = tan(45° — ¢)

¢ 0 tan45° — tan ¢
1+ tan45° - tan ¢

1-v6/2v3 2-v2
1+\/6/2\/§—2+\/§—3 22

Pa er starsta gildi kvotans x/y jafnt 1/(3 — 2v/2) = 3 +2V/2.




Lausn 6
Til ad leysa petta notum vid eftirfarandi hjalparsetningu sem liggur tugakerfinu til grundvallar.

Hjalparsetning. Latum N og k vera jakvaedar heiltélur. Pa er haegt 4 nakvaemlega einn hatt
ad skrifa N = cok® + c1k' + cok® + - - pannig ad 0 < ¢; < k fyriri € N.

N — (Coko + Cll{?l + -+ Cl'flki_l)

. fyrir ¢ > 1.
I , fyrir ¢ >

Sénnun: Skilgreinum Sy = N og S; =

P4 er
Si = Cikfo -+ CZ'_H/{?l -+ Ci+2k’2 S

og afgangurinn pegar k er deilt i S; er ¢;. Lj6st er ad pad er til ndkvamlega einn slikur afgangur
¢; fyrir hvert S; og par med eru ¢g, ¢1, ca, . .. Otvirzett akvordud. Enn fremur er alltaf haegt ad
akvarda S; og par med ¢; pegar 6ll ¢;, eru pekkt fyrir £ < i. OJ

Ef vitad er ad z1, 29, . . ., 7, eru allar minni en k pa getur Jormunrekur valid télurnar a; = k1
og Gutti reiknar og segir honum toluna

N = 21k" + 2ok + 23k® + - + 2, k7!

par sem 0 < z; < k. Pa getur Jormunrekur reiknad allar tolurnar z; eins og i sénnuninni
a hjalparsetningunni og pau eru 6tvirett akvordud. Na purfum vid bara finna & négu stért
til pess ad w1, xs,...,x, séu allar minni en k. Ef Jormunrekur velur télurnar a; = 1 fyrir
1 <i < n og Gutti svarar k pa er ljost ad x; < k fyrir 1 < i < n. Jormunrekur parf pvi ekki
fleiri en tveer tilraunir til ad komast ad pvi hverjar télurnar eru.

Synum na ad pad er ekki haegt ad komast ad télunum i einni agiskun. Ef Jormunrekur laetur
ay = j og az = k i sinni fyrstu agiskun pa hvort sem Gutti valdi z; = 2k og x5 = j ela
x1 =k og 1o = 27 verdur aix1 + asxe = 3jk og pvi ekki haegt ad adkvarda x; og x5 i Sllum
tilfellum.

Jormunrekur parf pvi i mesta lagi tvaer agiskanir til ad komast ad pvi hverjar télurnar eru eda
med 6drum ordum:

Jormunrekur velur fyrst asa til ad margfalda télurnar med. Pvi naest velur hann tolu k& sem er
staerri en atkoman sem Gutti segir honum og margfaldar fyrstu téluna med £°, adra med k,
bridju med k% og svo framvegis. Loks skodar hann Gtkomuna i talnakerfi tdlunnar sem hann
valdi og getur pa lesid tolurnar sem Gutti valdi hverja i sinu sati.



