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Dami 1

Finnid allar jakvaedar heilar tolur = og y pannig ad /xy + 2019 = /x + v/2019.

Lausn
Hefjum badar hlidar jo6fnunnar i annad veldi og einféldum:

xy + 2019 = z + V20192 + 2019
ry =+ V20192

Einangrum rétina og hefjum aftur i annad veldi:

zy =x + v2019x

z(y — 1) = 2v2019z
2 (y — 1) = 4-2019x

Par sem x er ekki nall er 6haett ad stytta og fa
z(y— 1) =4-2019

Ef haegri hlidin er frumpattud faest 42019 = 223673 (héfum ad 29% > 673, engin frumtala
minni en 29 gengur upp i 673 og han pvi frumtala). Einu ferningstélurnar sem eru paettir i
télunni eru 1 og 4 svo ferningstalan (y — 1)? er 1 eda 4. Ef y — 1 = 1 faest y = 2 og ba
x = 8076 en fyrir y — 1 = 2 faest y = 3 og pba x = 2019. Vid héfum pa fundid allar (badar)
jakvaedar heiltdlulausnir jéfnunnar, (z,y) = (2019, 3) og (z,y) = (8076, 2).

Dami 2

Ef n er jakvaed heiltala pa taknar s(n) heiltéluna sem faest med pvi ad snda vid réd télustafanna
sem mynda n. Til demis er s(2019) = 9102. Hve margar jakvaedar tveggja stafa heiltdlur n
eru pannig ad n + s(n) er ferningstala?

Latum n vera jakvada tveggja stafa heiltélu n med télustéfum a og b sem pydir ad n = 10a+b.
Pa er s(n) = 10b + a og vid faum n + s(n) = 1la + 11b = 11(a + b). Til pess ad 11(a + b)
sé ferningstala parf frumtalan 11 ad vera pattur i a + b. Par sem a og b eru télustafir gildir ad
a+b < 18. Augljéslega er a + b ekki nall svo eini moguleikinn er a + b = 11. Faum pa ad n
getur verid 29, 38,47, 56, 65, 74,83 eda 92 og pvi alls atta moguleikar fyrir téluna n.

Daemi 3

Prihyrningur ABC' hefur hlidarlengdir 7, 8 og 9. Lina, sem inniheldur midju innritads hrings og
liggur samsida skemmstu hlid prihyrningsins, sker hinar tvaer hlidar prihyrningsins i punktum
D og E. Hver er lengd striksins DE?



Lausn |

Gerum rad fyrir ad BC' sé stysta hlid prihyrningsins ABC, punkturinn D sé & hlidinni AB
og punkturinn E 4 hlidinni AC. Midja innritads hrings M liggur & skurdpunkti helmingalina
brihyrningsins og vid taknum geisla (radius) innritada hringsins med r. Par sem BC' || DE
gildir ad AADE ~ NABC (prihyrningarnir eru einslaga).

Taknum had a stystu hlid prihyrningsins BC' med h. Hlutféll milli hlida prihyrninganna eru
jofn hlutfallinu milli haeda peirra:

|AD|  h—r
|AB]  h

—1—

> =

paer 22l = (1 - 1) og pvi [DE| = 7(1— ). Til ad finna hlutfallid £ nytum vid pekktar

jofnur sem gilda um flatarmal prihyrningsins ABC

1
F=Z=.0-h=s-
59 ST
Par sem ¢ taknar grunnlinu, A taknar had & grunnlinu, s taknar halft ummal prihyrningsins

og r taknar geisla (radius) innhringsins. Faum pa ad

1
§~7-h:—(7—|—8+9)-r
og pvi
r_s T
h  1-24 24
En par med faest ad |[DE| =7 (1— ) =7 5 = 52

Lausn Il

Midja innritads hrings M liggur & skurdpunkti helmingalina prihyrningsins. Par sem BC' || DE
gildir ad AADE ~ ANABC'. Lina gegnum M samsida AB sker BC' i F' og lina gegnum M
samsida AC sker BC'i G. Par sem M B er helmingalina hornsins ZABC og jafnframt hornalina
samsidungsins BF'M D ba er BFM D tigull. Eins gildir par sem M C' er helmingalina hornsins
ZACB og hornalina samsidungsins CEMG ad CEMG er tigull. Getum pvi reiknad ummal
brihyrningsins AADE sem |AD|+ |DM|+ |ME|+ |EA| =|AD|+ |DB|+ |CE| + |[EA| =
|AB| + |CA| = 8+ 9 = 17 og ummal AABC er 7+ 8 +9 = 24. Hlutfall milli ummala
brihyrninganna er jafnt hlutfalli milli hlida prihyrninganna svo hér faest

IDE| 17 119

DE| = —
7~ T IPElI= 5



Daemi 4

Medal 25 hesta viljum vid finna prja pa flj6tustu. Vid hofum enga klukku en hlaupabraut par
sem vid getum 14tid fimm hesta hlaupa i einu og séd i hvada r6d peir koma i mark. Gerum rad
fyrir a0 sérhver hestur hlaupi & f6stum hrada og ad allir séu peir misflj6tir. Synid ad haegt er
ad finna prja fljétustu hestana og innbyrdis r6d peirra i sjé hlaupum.

Lausn

Skiptum hestunum i fimm hépa og latum alla hépana hlaupa. Pvi naest notum vid sjotta
hlaupid til ad lata sigurvegara hvers héps hlaupa saman. R6dum nid hestunum i téflu og
merkjum hvern hest i t6flunni med a;; par sem i er namer linu og j er namer dalks i téflunni.
Hestarnir sem téku patt i sjotta hlaupinu radast i efstu linu toflunnar pannig ad sa hestur
sem lenti i fyrsta saeti i sjotta hlaupinu er merktur a;;, s sem lenti i 60ru sati er a5 og svo
framvegis, pannig ad sa sem lenti i fimmta sati i sjotta hlaupinu er merktur a;5. Ennfremur
radast peir hestar sem hlupu med hestinum i efstu linu i dalkinn fyrir nedan tilsvarandi hest i
beirri r6d sem peir komu i mark. Til deemis er hestur ass; sa sem lenti i fimmta sati i fyrsta
hlaupi hests a;3, hestsins sem lenti i pridja sati i sjétta hlaupinu.

app > a2 > aig | > a4 > ais
V \Y% V \Y vV
azy ag2 23 24 25
V \Y% V V V
aszy a32 a33 34 a3s
V \Y V V V
Q41 Q42 43 Q44 Q45
V \Y V V vV
as1 52 as3 Q54 ass5

Pa er ljost ad hestur aq; er sa allra fljétasti. Enn fremur er ljést ad enginn hestur ar dalki
fjogur og fimm kemur til greina pvi peir hlaupa haegar en sigurvegari sins hops og pad eru ad
minnsta kosti prir hestar sem hlaupa hradar en hann. Ad auki er kemur enginn hestur i linu
fogur og fimm til greina pvi pad eru prir hestar sem hlaupa hradar i peirra hépum. Hestar a3
og as3 hlaupa hagar en aq1, a2 og a3 og koma pvi ekki til greina og hestur a3y kemur ekki til
greina af pvi hann hleypur hagar en aq1, a12 og azs. Pad eru pvi bara fimm hestar sem koma
til greina i annad og pridja sati og pad eru ais, a3, as1, Az og az;. Vid getum dkvardad hver
annar og bridji fjétasti hesturinn eru med pvi ad lata pa alla hlaupa i sjéunda hlaupinu.

Dami 5
Finnid oll fall f : Q — Q pannig ad f(1) =2 og f(zy) = f(x)f(y) — f(z +y) + 1 fyrir &ll
x,y € Q.

Lausn
Setjum y = 1. P4 fast fyrir 6ll z € Q

f(@) = f@)f) = flz+1)+1
svO fl@) =2f(x) = fle+1) +1
og pa flx+1)=f(z)+1
Af f(x +1) = f(z) + 1 faest med prepun ad
flx+n)=f(z)+nfyrirdll n e N
og f(z)=f(zr—n+n)= f(r—n)+nsvoad f(r —n) = f(x) — n og par med er |jést ad
flx+n)= f(z)+nftyrirollneZ



Sér i lagi feest ad f(n) = f(0) + n =n+1 fyrir 6ll n € Z.
Ef vid setjum z = ™,y = n fyrir einhver m,n € Z og n # 0 i jéfnuna sem var gefin faest
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SVo f(m)zf(%) f(n) — (f (%) +n> +1
og pa m+1:f<%>(n+1)—f<%>—n+1
sem gefur m:f(%) n—n
w2
svo ad f(%) :%4—1.

Petta synir ad f(x) = = + 1 er eina fallid sem kemur til greina. Préfun leidir 1 1j6s ad pad
uppfyllir upphaflegu skilyrdin.

Daemi 6

Pa stendur fyrir framan 31 haeda has med tvaer nakvaemlega eins glerkalur. P veist ad ef pa
kastar svona glerkalum af 31. haed hassins nidur & jord pa brotna paer. | hisinu er haed n sem
er pannig ad sé kalunum kastad nidur af hed n pa brotna paer og einnig sé peim kastad af
6llum haedum bar fyrir ofan (ef einhverjar eru), en sé peim kastad nidur af hadum fyrir nedan
hzd n (ef einhverjar eru) pa brotna paer ekki. Verkefni pitt er ad lysa adferd sem tryggir ad
ba finnir n i sem faestum kdstum sama hvar i hasinu hed n er.

Ath. PG matt kasta hvorri kilu eins oft og pa vilt af hvada had hassins sem er par til hin
brotnar en brotin kala er ar leik.

Lausn

Ef vid byrjum & ad henda fyrri kalunni af k. haed og hian brotnar gati purft ad kasta sidari
kalunnni fra 6llum haedum fyrir nedan k, fjoldi kasta getur pvi ordid k. Vid lysum na adferd
til ad finna rétta had i 8 késtum. Byrjum & attundu haed. Ef fyrri kalan brotnar par, parf skv.
framansogdu mest 8 kost. Ef fyrri kalan brotar ekki, pa faerum vid okkur upp um sjé hadir og
kdstum naest af fimmtandu haed. Ef fyrri kalan brotar par geeti purft 6 kdst til vidbétar, alls 8
kost, en ef fyrri kalan brotnar ekki faerum vid okkur nd upp um fimm hadir og reynum naest ad
kasta af 20. had. Pannig ma halda afram upp, koll af kolli, medan fyrri kalan brotar ekki. Par
sem 8+7+6+5+4+3+2+1 > 31 er tryggt ad vid finnum rétta haed i 8 kdstum (eda faerri).
Rokstydjum n ad 7 kést dugi ekki. P& maettum vid ekki fara ofar en 4 sjdundu had i fyrstu
tilraun, ekki ofar en & haed namer 7+ 6 = 13 i annarri tilraun og svo framvegis. Ad lokum
gatum vid ekki farid ofar, i sjdundu tilraun, en & haed namer 7+6+5+4+3+2+1 =28
og bad dugar ekki.



