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1 Kupni

Skilgreining 1. Latum f : I — R vera fall par sem I C R er bil. Vio segjum ad f sé kupt ef
um sérhverja tvo punkta a,b € I og 6ll A € [0, 1] gildir ad

FUI=XNa+Ab) < (1—=XN)f(a)+ Af(D).
Vid segjum ad f sé ihvolft eda hveflt ef —f er kupt.

Athugasemd 2. Med pvi ad nota medalgildissetninguna ma syna ad ef f er diffranlegt pa
gildir:

e [ er kipt ba og pvi adeins ad f’ sé vaxandi.

e f er ihvolft pa og pvi adeins ad f’ sé minnkandi.
Af bvi leidir ad ef f er tvidiffranlegt bé er

e [ kupt pa og pvi adeins ad f” > 0.

e [ ihvolft b4 og pvi adeins ad f” < 0.
Petta gefur okkur paegilega leid til a0 syna ad fall sé kipt eda hvelft.
Daemi 3. Eftirfarandi f6ll eru kupt:

e R—- R, z+—e”.

e [0,+00[—> R, z+— 2P p>1.

e R—> R,z |x|
Eftirfarandi {oll eru ihvolf:

e 0,400, z — Inzx.

e [0,4+o00[, z—aP, 0 <p<1.
Afing 4. Synid ad ef f og g eru kapt f6ll og a > 0 ba eru af, f + g og max{f, g} kapt.
Eftirfarandi 6jafna er gridarlega gagnleg likt og vi0 munum sja a eftir.

Setning 5 (Ojafna Jensen). Ldtum f : I — R vera kipt, x1,...,2, € I og Ai,..., A, € [0,1]
pannig ad \y + - -+ N\, = 1. Pd gildir:

Ef f er hvelft gildir ofuga djafnan.



Sonnun. Par ed f er kupt getum vid fundid tolur a,b € R pannig ad um fallid p(z) == ax + b
gildi:

o (A1 + -+ Nxy) = fMxy + -+ Apzp).

e p< /.
Faum svo

2 Holder og Minkowski

Nt skulum vid skoda tveer mikilveegar 6jofnur sem koma vida fyrir.

Skilgreining 6. Latum 1 < p < +oo. S 6tvirsett dkvardada tala ¢ ad }—17 + % = 1 kallast
adokatala tolunnar p. Vid segjum ad p og ¢ séu adoka.

Fyrst skulum vio sanna eftirfarandi hjalparsetningu:
Hjalparsetning 7 (Ojafna Young). Efa,b>0 og 1 < p,q < +00 eru adoka pd er
P
ab< 4=
p q
og jafnadarmerkio gildir pa og pvi adeins aP? = bl.
Sonnun. Nidurstadan er 1jos ef ab = 0. Gerum pvi rad fyrir ad ab # 0. P4 faest:
1 1 1 1
Inab = —Ina? + —Inb? > In(-a”? + -07)
p q p q

par sem vid notudum i sidasta skrefi ad In er thvolft. Nu feest nidurstadan med pvi ad taka exp

af badum hlidum. ]

Setning 8 (Ojafna Hélders). Latum 1 < p,q < 400 vera adoka, T1,...,Tn, Y1, .., Yn € R. Pd
gildir:
1 1
[ullysl + -+ [znllyn] < (22’ + -+ lzal?)? () + -+ Jyal®)

Athugasemd 9. Fyrir x = (z1,...,2,) € R" og 1 < p < 400 skilgreinum vid

B =

[y = (2 4 - -+ |2n]”)
og fyrir p = +o0o skilgreinum vid
Talan ||z, kallast p-norm vigursins . Med bpessum ritheetti verour ¢jafna Holders svona:

21 ffynl - A fzallynl < llzllpllylly



Sonnun. Nidurstadan er 1jos ef p = 1 eda p = +00 og eins ef ||z]|, = 0 eda ||y||, = 0. Vid gerum
pvi rad fyrir ad 1 < p < 400 og ||z|, # 0 og ||lyll; # 0. Med bvi ad skipta & = og z/||z||, og vy
og y/||lylly getum vid gert rad fyrir ad ||z||, =1 og ||y|l, = 1. Faum nt med 6j6fnu Young:

1 1
il lyil < =il + [yl
p q
og summum pvi naest yfir ¢ og faum:
1 1
[zallyal + -+ onllynl < -+ - =1
p q

O

Onnur sénnun. Gerum aftur ad fyrir ad 1 < p < 400 og ||z, [yl # 0. Med bvi ad nota ad
a? er kupt og Jensen faum vio:

1
_ y q _ ynq p P
2l ] + - + [al gl = Hy|!3<(|x1\|y1\1 Al el 'q) )
al lal

1
o |y o ya|T\ P
< Iyl (|as1|p|y1|p<l ol Pl N il
al ol

O

Setning 10 (Ojafna Minkowski). Ldtum 1 < p < +00, T1,...,Tn,Y1,--.,Yn € R. Pd gildir:

RS

1
< (lzaf” + -+ fzn)r + (pnl” 4 4 lyal”)

3=

(lzr + 3l + -+ |on + val”)

b.e.
[z +yllp < [lzllp + [lyllp-

Athugasemd 11. Ojafna Minkowski er prihyrnings6jafnan fyrir p-normid (og synir pvi ad |||,
er { raun norm).

Sonnun. Vio eftirlatum lesanda tilfellin p = 1, +00. Athugum ad vid getum gert rad fyrir ad
|z +y|l, # 0. Faum na:

|z +ylly = Z | + il = Z i+ il s+ yi P

i=1 i=1

< aillz A+ wlP D il + wl
=1 =1

1
i 7
< (lally + Il (Z o +yz-|q<p-1>>
=1
P
= ([[=ll, + [lyllp) Iz + yll5-

P
Deilum svo { gegn med ||z + y||; og faum nidurstéduna. O



3 Cauchy-Schwarz
Fyrir x,y € R” skilgreinum vid innfeldi vigranna x og y med
(r,9) = 2191 + - + Ty

Athugid ad ||z]]? = (z,z).
Eftirfarandi 6jafna er gridarlega mikilveeg.

Setning 12 (Ojafna Cauchy-Schwarz). Um alla x,y € R™ gildir

(=, )] < l=[lllyl

b.e.
(g1 + - @ayn)” < (@ + 2 (yi+ -+ )

Jafnadarmerkid gildir pa og pvi adeins ad til sé A € R pannig ad x = \y.
Sonnun. Vio faum med p = ¢ = 2 1 Holder ad

[w1ys + -+ wnyn] < fzaflya] £ 4 lzllyal < 2yl

Onnur sonnun. Latum A € R. Vid héfum ad
0< lz = Myl|> = (z — Ay, z — Ay) = ||lz]|* — 2\ (2, y) + ||ly[*N\*.

Heegri hlidin er annars stigs marglida i A og par ed hin hefur i mesta lagi eina nullst6d vitum
vi0 ad greinir hennar er < 0, b.e.

Az, y)* — 4ll]*|lyl* < 0

b.e.
(9 < [l)Pllyl*.

Athugasemd 13. Seinni sonnunin synir ad 6jafna Cauchy-Schwarz gildir um 61l innfeldi.

4 Medaltals6jofnur

Eftirfarandi 6j6fnur er gott ad hafa a takteinum.

Setning 14. Ldtum xq,...,x, > 0. Pd gildir:

2 2
n ZL‘ « o :E l’ « e :E
< EmL <A I T

og jafnadarmerkin gilda pda og pvi adeins ad tolurnar séu allar jafnar.

Athugasemd 15. Steerdin lengst til vinstri kallast pytt medaltal talnanna, st naesta rimfredi-
legt medaltal, pvi naest kemur venjulegt medaltal og loks ferningsmedaltal. A tutlensku er jafnan
visad til 6jofnunnar { midjunni sem AM-GM djéfnunnar.



Sonnun. Byrjum & ad sanna ¢jofnuna { midjunni. Vio beitum Jensen & In:

1 1 1 1
| coemy) = =1 R | _§ e
nn(xl Tp) nn:L'l—l— —i—nnx _n(ni:1x>

Tokum svo exp af badum hlioum.

Sénnum pvi naest sidustu 6jéfnuna. Til pess beitum vid Cauchy-Schwarz:
(w14 Fz) = - 14+ Fz, D2 < (@34 +22) (P 1) =@+ 2.
Deilum loks med n? og drogum rot.

Til ad sanna fyrstu 6jofnuna notum vid pa { midjunni:

1 1 1

/L1 Ty T T n

Pessi 6jafna er jafngild peirri fyrstu. O]

5 Umrodunardjafnan

Ein skemmtileg 6jafna sem getur komid ad gagni er umrddunardjafnan (e. rearrangement
inequality). Hun er svohljodandi.

Setning 16. Lditum ay < --- < a, o9 b, < --- <b, vera rauntolur og x1,...,x, vera einhverja
umréoun d by, ..., b,. Pd gildir:

a1+ -+ apxy, < arby + -+ ayby,.



