Dalitido um Fallajofnur

Tekid saman af Erni Arnaldssyni

Hvada f6ll f : Q — R uppfylla f(x +y) = f(x) + f(y) fyrir 6ll z,y € Q? Detta
verkefni er deemi um svokallada fallajofnu en peer eru algeng deemagerd & steerdfraedi-
keppnum. Hér verdur fjallad um algengustu adferdirnar sem notadar eru til pess ad
leysa slikar jofnur og deemi leyst sem skyra fra notkun peirra. Flest deemi sem koma
fyrir & steerdfreedikeppnum ma leysa med bvi ad beita pessum adferdum (dsamt sma
hugviti). I framhaldinu mun N takna mengid {1,2,3,...} og Ny takna {0,1,2,3,...} &

medan ,,jakvaedar® télur eru tolur stranglega steerri en 0.

1 Helstu adferdir

Hér veroa taldar upp algengustu adferdirnar sem koma vio ségu i lausnum & fallajéfnum.
Ekki hafa ahyggjur af pvi p6 ad adferd skuli virdast dularfull vid fyrstu syn, pegar henni
verdur beitt i deemunum hér 4 eftir pa aetti hin ad skyrast betur (pegar adferd er beitt

verdur visad i hana med nimeri hennar { eftirfarandi lista).

1. A0 stinga raungildum inn fyrir breytisteerdir: Algengt er ad reynt sé a0 finna gildi
fallsins i 0 og 1. Ef t.d. f(z + y) kemur fyrir i fallajéfnunni og vid héfum fundio
f(0) ba er haegt ad setja y = —x. Rétta innsetningu verdur erfidara ad finna pvi

byngra sem deemid er.

2. Prepun. Ef vid vitum gildid f(1) ma oft nota prepun til ad finna f(n) fyrir 6l
n € Z. Pvi naest leidum vid at gildin f (%) og f(r) fyrir raed r. Pessi adferd er

algeng til a0 leysa fallajofnur par sem skilgreiningarmengi fallanna er Q.

3. A0 kanna hvort fallio sé eintackt eda ateckt. Yfirleitt er einfalt ad leida petta 1t
en pad getur verid mjog gagnlegt.

4. A9 finna fastapunkta. 1 pyngri deemum getur verid gagnlegt ad finna fastapunkta

fallsins, b.e.a.s. ba punkta z i skilgreiningarmenginu pannig ad f(z) = x.

5. Fallajafna Cauchys. Sja Deemi 1.



10.

11.

. Ad kanna hvort fallid sé einhalla eda samfellt. Samfelldni er yfirleitt gefin {

deeminu sem aukaskilyrdi en sé fall einhalla mé oft nota pad til ad beita fallajofnu

Cauchys.

. Ad gera rad fyrir pvi a0 fallid sé, i einhverjum punkti, strangt steerra eda minna

en fallid sem vid viljum sanna a0 leysi fallajéfnuna, og leida pannig it motsogn.

Oftast er petta gert 1 framhaldi af prepunarsénnun.

. A0 leida ut rakningarformiilu. Petta er oftast gert pegar fallio er takmarkad og

vid getum fundid samband milli f(f(n)), f(n) og n.

. A0 skoda mengid par sem fallid er jafnt pvi falli sem vid viljum sanna ad leysi

fallajofnuna. Tilgangurinn er ad syna ad petta mengi er allt skilgreiningarmengio.

Ad giska & lausn. Petta getur verid mjog gagnlegt til pess a0 finna rétta innset-

ningu.

A9 skrifa tolur i 60ru talnakerfi en pvi med grunntéluna 10 (t.d. tviundakerfi).

Petta er ad sjalfsogdu einungis haegt ef skilgreiningarmengio er N.

Ad endingu minnumst vid &4 ad i lok lausnar VERDUR a0 syna a0 fallio sem viod

hofum leitt at leysi { raun fallajéfnuna.

2 Daemi

Vid merkjum deemin eftir erfidleikastigunum A fyrir ;audveldari“ (par med er ekki sagt

ad deemid sé audvelt) og E fyrir .erfidari“ (bar med er sagt ad deemid sé erfitt). Fyrsta

fallajafnan sem vid leysum kallast fallajafna Cauchys. Astzeda pess ad htn er 4 listanum

hér ad ofan yfir adferdir til ad leysa fallajofnur er s ad pad kemur fyrir ad pad megi

umrita fallajofnu yfir i fallajéfnu Cauchys (sja deemi 9). Fyrst leidum vio ut lausn fyrir

skilgreingarmengid Q og { Daemi 2 gefum vio okkur aukaskilyrodi til a0 leida ut lausn

fyrir alla linuna, R.

Daemi 1 (A). Finnio 6ll f6ll f: Q — R sem uppfylla

flz+y) = f(z)+ f(y)

fyrir 6ll x,y € Q.

Lausn. Ef vid setjum « = y = 0 pa faum vid f(0) = 2f(0), svo f(0) = 0 (adferd
1). Synum bvi neest, med prepun (adferd 2), ad f(kx) = kf(z) fyrir k € N og x € Q.



Petta er augljost fyrir k£ = 0. Gerum pvi rad fyrir ad petta gildir fyrir eitthvad k € N.

ba feest, med pvi ad setja y = kx { gefnu fallajéfnuna, ad

f((k+1)z) = f(z + kz) = f(z) + f(kz) = f(z) + kf(z) = (k+ 1) f(z).
Athugum neest ad med pvi ad setja y = —z (adferd 1) feest 0 = f(0) = f(z) + f(—=x)
og bvier f(—z) = —f(x) svo ad f(—kx) = —f(kx) = —kf(z) fyrir 6ll k € Nog z € Q
svo a0 f(kx) = kf(x) fyrir 6ll k € Z og = € Q.

Athugum nu ad fyrir k € Z feest

fQ) = f(k(1/k)) = kf(1/k)

svo a0 f(1/k) = (1/k)f(1) og bvi fest fyrir m,n € Z ad f(m/n) = mf(l/n) =
(m/n)f(1) svo ad f(z) = xf(1) fyrir 6ll z € Q. Lokaskrefid i 6llum lausnum & falla-

jofnum & ad vera ad athuga hvort lausnin sem hefur verio leidd 1t leysi i raun og veru

gefnu fallajéfnuna; f(x +y) = (z +y)f(1) = 2f(1) +yf(1) = f(x) + f(v).

Adur en vid leidum ut lausn & fallajofnu Cauchys & R purfum vid eftirfarandi

stadreynd um rauntolurnar.

Stadreynd. A milli sérhverra olikra rauntalna ma finna reda tolu. Pad er, ef a < b

ba er til tala ¢ € Q pannig ad a < ¢ < b.
Dami 2 (A). Finnid 6ll foll f : R — R bannig ad

flz+y) = flx)+ fy)
fyrir 6ll z,y € R og f(z) > 0 fyrir z > 0.

Lausn. Vid syndum { seinasta deemi a0 f(x) = f(1)z fyrir 6ll x € Q. Nu viljum vid
syna ad f(x) = f(1)z fyrir 6ll x € R. Latum x >y, pderx —y > 0o0g f(r —y) >0
og vio faum f(z) = f(y+ (x —y)) = f(y) + f(x —y) > f(y), svo f er vaxandi (adferd
6). Athugum a0 ef f(1) = 0 ba verdur f ad vera nullfallid, fyrst f er vaxandi. Gerum
bvi réd fyrir ad f(1) # 0.

Gerum nu rad fyrir ad f(z) < xf(1), fyrir eitthvad x € R, og synum ad pad leidi til
motsagnar (adferd 7). Nu ma finna reeda tolu, r < z, bannig ad f(z) < rf(1) = f(r) <
zf(1), sem er motsogn, par sem f er vaxandi. Eins leidir pad til motsagnar ad gera
rad fyrir ad til sé x € R bannig ad f(z) > xf(1). Pvier f(z) = zf(1) fyrir 6ll x € R.

Dami 3 (A). Finnio oll foll f : R +— R bannig ad

flx+y)+ f2)f(y) = f(zy) + f(2) + f(y),
fyrir 6ll z,y € R.



Lausn. Athugum ad fastafollin f = 0 og f = 2 eru augljoslega lausnir a fallajéfnunni.
Ef gert er rad fyrir ad f sé hvorugt fastafallana pba er einfalt ad nota prepun (adferd 2)
til pess ad sanna ad f(z) = x fyrir 6ll x € Q (profid ad gera pad). Einnig er einfalt ad
sanna ad f(r+x) =r+ f(z) og f(rz) = rf(x) fyrir r € Q og x € R. Fyrir r = —1 faest
bvi ad f(—xz) = —f(x), og bvi feest, med pvi ad setja y = —z { upphaflegu fallajofnuna
ad f(x)? = f(z?). Petta bydir ad f(z) > 0 begar x > 0. Nu, gerum rad fyrir ad
f(z) < x fyrir eitthvad z € R. Veljum ba reeda tolu r pannig ad f(x) < r < z, ba feest

r>flzx)=fx—r)+r>r,

sem er motsogn. Eins faest motsogn, sé gert rad fyrir ad f(x) > z. Pvi verdur f(z) = x
fyrir 6ll x € R. Pad er svo einfalt ad ganga tr skugga um ad petta fall uppfylli gefnu

fallajofnuna.

Daemi 4 (A). Fallid f: R +— R uppfyllir x + f(z) = f(f(x)) fyrir 6ll z € R. Finnid
oll = € R pannig ad f(f(z)) = 0.

Lausn. Athugum ad f(f(x)) — f(x) =z svo ad ef f(x) = f(y) ba feest x = y svo ad
[ er einteekt (adferd 3). Nuer f(f(0)) = f(0)+0 = f(0) og bar sem f er eintaekt feest

f(0) =0 svo ad f(f(0)) = 0. Ef til veeri  # 0 bannig ad f(f(z)) = 0 = f(f(0)) ba
feest, vegna bess ad f er eintaekt, ad f(z) = f(0) sem gefur okkur ad x = 0.

Dami 5 (E). Finnio 6l einteek 61l f : N — R sem uppfylla 6ll eftirfarandi skilyroi

f(Fm)+f(n)) = f(f(m)) + f(n), f(1)=2 og [(2)=4

Lausn. Setjum fyrst m =1 og svo n = 1 og faum

FUQ) + fn) = F(FQ) + fn),  f(flm)+ f(1)) = f(f(m)) + F(1).

Nu gilda badar pessar jofnur fyrir 61l m,n € N svo vid getum latid m = n { jéfnunni
til heegri. Pa eru vinstri hlidarnar i pessum tveimur jofnum eins og pvi purfa haegri

hlidarnar einnig ad vera eins, en bad gefur
FU@) + f(n) = f(£(n) + £(1),
sem er jafngilt
f(f(n) = f(n) = f(1) + f(f(1)) = f(n) =2+ f(2) = f(n) + 2 (adferd 8).

Athugum nt ad ef f(n) = m, ba er f(m) =m+2 og ba er f(m +2) =m+ 4 o.s.frv.
bar sem f(1) = 2 feest ad f(2n) = 2n+2 fyrir 61l n € N. Nu er f einteek vorpun og bar



sem tolurnar 1,2,4,6,... varpast 4 allar sléttu tolurnar, pa verda oddatolur, adrar en
1, ad varpast i oddatolur. Latum p vera t6lu pannig ad til sé k pannig ad f(k) = 2p+1.
ba feest ad f(2p+2s+1) = 2p+2s+3 fyrir s > 0. Pd verda télurnar 3,5,...,2p—1 ad
varpast © mengio {1,3,5,...,2p+ 1} (af hverju?). Nu, sé til tala ¢ pbannig ad f(t) =

bé feest, med pvi ad setja m = n =t { upphaflegu fallajéofnuna:

4=[(2)=f(f) + f(1) = F(F@) + f(t) =

Sem er motsogn, svo engin tala varpast { 1. Ef til er tala ¢ pannig ad f(¢) = 3 ba
feest ad f(3 + 2k) = 5+ 2k 1 motsogn vid tilvist sliks . Svo ad engin tala varpast { 3.
Par sem tolurnar 1,3,...,2p — 1 ad varpast i mengid {1,3,5,...,2p+ 1} en engin tala
varpast i 1 eda 3, pa hljota tolurnar 1,3,...,2p — 1 ad varpast i mengid {5,...,2p+ 1}
en ba er augljost ad f(3) = 5,f(5) = 7,...,f(2n+ 1) = 2n + 3,.... Svo fallid sem
leysir fallajofnuna er fallid sem varpar 112 og f(n) = n + 2 fyrir n > 2. Einfalt er ad
ganga ur skugga um ad petta fall uppfylli skilyrdi deemisins.

Dami 6 (E). Finnid 6ll {61l f : R — R pannig ad

flaf(@) + fy)=y+ f(x)’, z,yeR

Lausn. Synum fram & ad fallid f sé einteekt og ateckt (adferd 3). Setjum x = 0 og
faum f(f(y)) = y + f(0)2. Nu er fallid heegra megin jafnadarmerkis ateekt svo fallid
f(f(y)) hlytur bvi einnig ad vera ateekt en par med er f atekt. Nu, ef f(z) = f(y), ba
feest y + £(0)2 = f(f(y)) = f(f(z)) = x+ f(0)? og bvi er = y og fallid f er einteekt.
Par sem fallid er ateckt er til £ € R pannig ad f(¢) = 0. Ef vid setjum z =0 ogy =1t
ba faum vid f(0) = ¢ + f(0)%. Ef vid setjum z = ¢ pa faum vid f(f(y)) = y. Pvi feest
ad t = f(f(t)) = f(0) =t + f(0)* og bvi er f(0) =0.

N1, ef vid setjum z = f(z) { gefnu fallajofnuna ba feest f(f(z)f(f(x)) + f(y)) =
y + 2% en bad er jafngilt f(f(z)z + f(y)) = y + 2% en vinstri hlid pessarar jéfnu er st
sama og vinstri hlid gefnu fallajéfnunnar og pvi eru haegri hlidar peirra jafnar, en pad
gefur y + 22 = y + f(2)? eda f(x)? = 2? fyrir allar rauntélur z. Na purfum vid ad
skipta 1 tvo tilfelli.

Tilfelli 1: Ef f(1) = 1 ba feest med pvi ad setja v = 1 ad f(1 + f(y)) = 1 + vy,
med pvi ad hefja { annad veldi faest svo ad (1+y)? = f(1+ f(y))? = (1 + f(y))* =
L+2f(y)+ fly)> =1+ 2f(y) + y* og ba héfum vid ad f(y) =

Tilfelli 2: Ef f(1) = —1 ba feest med svipudum reikningum ad f(y) = —v.

Audvelt er ad ganga ut skugga um ad follin f(z) = x og f(x) = —z uppiylla

fallajofnuna.



Deemi 7 (E). Ertilfall f: R+~ R bannig ad f(f(z)) = 2*—2 fyrir sérhverja rauntslu

x?

Lausn. Eftir nokkrar tilraunir til ad beita fyrstu premur adferdunum sjaum vio ad
engin peirra virdist setla ad bera arangur. Reynum pvi naest fjorou adferdina, sem
veltur & pvi a0 skoda fastapunkta. Roksemdarfeerslan i pessu deemi er ansi frumleg og
bad er leerdomsrikt ad fara { gegnum hana.

N1, fallid g(z) = 2% — 2 hefur tvo 6lika fastapunkta a og b og fallid g o g hefur fjora
olika fastapunkta a, b, ¢ og d. Athugum hvert g varpar punktinum c. Ef g(c) = y ba
feest ¢ = g(g(c)) = g(y) og bvier g(g(y)) = g(c) =y og y er bvi fastapunktur g o g og
er bvi einn af punktunum a, b, ¢ og d. Ef g(c) = a ba feest ¢ = g(g(c)) = g(a) = a sem
er motsogn, eins feest ad y # b. Nu er g(c) # ¢ svo ad g(c) = d. Eins feest ad g(d) = c.

P& vitum vio hvert g varpar fastapunktum fallsins g o g. En hvernig koma paer
upplysingar ad notum vid lausn deemisins? Athugum ad ¢g(f(z)) = f(f(f(x))) =
f(g(z)). Latum zy € {a,b}. Pa feest ad f(zo) = f(g9(x0)) = g(f(x0)) svo ad f(xo) €
{a,b}. Eins feest ad ef 1 € {a,b,c,d} ba er f(x1) € {a,b,c,d}. Vid skulum syna ad
betta fai ekki staodist.

Ef f(c¢) = a ba feest f(a) = f(f(c)) = g(c) = d sem stenst ekki. Eins stenst ekki
ad f(c) = b. Nu, f(c) # ¢ bvi ba fengjum vid ¢ = f(f(c)) = g(c). Svo vid vitum ad
f(c) = d. En ba fest f(d) = f(f(c)) = g(c) = d sem stenst ekki. Petta sannar ad
ekkert f: R +— R er til pannig ad f(f(z)) = g(z).

Daemi 8 (A). Léatum n vera einhverja heiltélu og f : R +— R vera samfellt fall pannig
ad f(0) =0, f(1) =1 og f™(x) = z fyrir sérhvert € [0,1]. Sannid ad f(x) = z fyrir
sérhvert x € [0, 1].

Lausn. Athugum ad ef f(z) = f(y) fyrir 2,y € [0,1] ba er z = f™(z) = f™(y) =y
svo f er eintackt 4 [0, 1] (adferd 3). Nu er bad svo ad eintack samfelld f6ll eru stranglega
einhalla (profid ad sanna bpad) og bar sem f(0) = 0 og f(1) = 1 ba hlytur f ad vera
stranglega vaxandi 4 [0,1]. Latum x € [0,1] og athugum ad ef x < f(z) (adferd 7)
béa fest, par sem f(z) € [0,1], ad f(x) < f(f(z)). Ef vid holdum svona afram n
sinnum ba faum vid z < f(z) < f(f(x)) < --- < f™(x) = 2, sem er motsdgn. Eins
fengist motsogn ef vid gerdum rad fyrir pvi ad x > f(z) fyrir eitthvad x € [0, 1]. Pvi er
f(z) = x fyrir 6ll x € [0, 1].

Daemi 9 (A). Finnio 6ll foll f : Z — Z bannig ad

(i) f(n)f(=n) = f(n?), fyrir 6ll n € Z,



(ii) f(m+mn)= f(m)+ f(n)+ 2mn, fyrir 61l m,n € Z.

Lausn. Audvelt er ad sja ad fallid f(n) = n? uppfyllir fallajéfnuna (adferd 10).
Skilgreinum b4 fallid g(n) = f(n) — n?. Skilyrdi (ii) verdur ba

g(m+n) + (m+n)* = g(m) +m* + g(n) +n* + 2mn,
sem er jafngilt
gm+n)=m+n.

Detta er fallajafna Cauchys (adferd 5) og vid vitum a0 lausnin vid henni er g(n) = g(1)n.
Vid purfum bvi bara ad finna g(1). Ef vid setjum f(n) = g(n) + n? { skilyrdi (i) ba
faum vio

(9(n) +n*)(g(=n) +n?) = g(n*) + n".

Setjum nu n = 1 og faum

(M) +Dg(=1) +1) = g(1) + 1,

sem er jafngilt, par sem g(—1) = —g(1),

g(M)(g(1) +1) =0.

Petta byoir ad annad hvort er g(1) = 0 eda g(1) = —1. Fyrra tilvikid gefur lausnina

2

f(n) = n? og hid sidara gefur lausnina f(n) = n? — n. Audvelt er ad ganga ur skugga

um ad pessi tvo f6ll uppfylla fallajofnuna.
Dami 10 (E). Finnio 6l {61l f : R +— R pannig ad

fle—f(y) =f(fy) +xf(y) + f(z) — 1.

Lausn. Latum A := {f(z)] = € R}, b.eas. A = f(R). Vid getum tiltélulega
audveldlega dkvardad f 4 A. Latum x = f(y) € A, fyrir eitthvad y. Pa fest f(0) =
f(z) +2*+ f(x) — 1 sem er jafngilt

c+1 22

par sem f(0) = ¢. Neest skulum vid reyna ad afla upplysinga um mengid A. Setjum

x €A,

r =1y =0ogfaum f(—c) = f(c)+c—1svoad ¢ # 0. Ef vid svo setjum y = 0 faum vid
flz—c)— f(z) = cx+ f(c) — 1. Nt er fallid haegra megin jafnadarmerkisins ateekt svo
vid faum ad {f(x —¢) — f(x)] x € R} = R, svo ad A — A = R. P4 eru, fyrir sérhvert
r € R, til y1,y2 € A bannig ad x = y; — yo. N1 faum vid, par sem yo = f(2),

f(x) = flyr =) = flyr — f(2) = f(f(2) +uf(2) + f(yr) — 1

c+1 2 2 2
=f(y1)+f(y2)+y1y2—1=2 5 —yz—l—%szylyz—l:c—E.



Nu er einfalt ad sja ad ¢ = 1 og enn audveldara er ad ganga ur skugga um ad fallio

flz)=1- % uppfyllir fallajéfnuna.
Dami 11 (E). Latum f: N — N vera fall sem uppfyllir

f()y=2, f(2)=1, fBn)=3f(n), [f(Bn+l)=3f(n)+2, [f(3n+2)=3f(n)+1.

Finnid fjolda heiltalna n < 2006 sem uppfylla f(n) = 2n.

Lausn. Hér beitum vid adferd 11 og skrifum tolurnar i priundakerfi. Reiknum fyrstu
gildin & f(n) til bess ad hjalpa okkur ad giska & lausn (adferd 10).

f((1)3) = (2)3, f((2)3) = (1), f((10)3) =6 = (20)s,
f((11)3) =8 = (22)3, f((12)3) = 7= (21)3, f((20)3) =3 = (10)3,
f((21)3) =5 = (12)3, f((22)3) =4 = (11)s.

Vid sjaum ad f(n) er fengid atfra n med pvi ad vixla & 2 og 1 i priundarstafsetningu
tolunnar n. Audvelt er ad sanna petta med prepun (reynid ad gera pad!). Nu, hvada
tolur uppfylla ba f(n) = 2n? Pad er ekki erfitt ad sja ad f(n) < 2n ef og adeins ef 2
kemur fyrir i priundarstafsetningu télunnar n. Fjoldi talna undir 2006 = (2202022)3
par sem ekki kemur fyrir 2 er 27 — 1 = 127.

Dzemi 12 (E). Synid ad ekki sé til neitt fall f : Ny — Ny pannig ad f(f(n)) = n+2011
fyrir 61l n € Nj.

Lausn. Athugum a0 slikt fall f er einteekt (adferd 3) par sem f(a) = f(b) gefur
a+2011 = f(f(a)) = f(f(b)) = b+2011 og bar med er a = b. Setjum na A := N\ f(Ny)
og latum B := f(A). Paer B = f(Ny) \ f(f(Np)) (sannreynid pad!). Nua eru A og
B sundurleeg (athverju?) og sammengi beirra er mengid AU B = Ny \ f(f(Ny)) =
{0,1,2,...,2010} en bar sem f er einteckt pa hafa A og B ad geyma jafnmorg stok
sem gengur ekki upp pvi mengid {0,1,2,...,2010} hefur ad geyma oddatolufjolda af

stokum.

Dami 13 (E). Finnio 6ll {61l f : R — R pannig ad

fyrir 6ll z,y € R, bar sem |a| taknar steerstu heiltéluna sem er ekki staerri en a.

Lausn. Setjum z =y = 0 og fAum ad annadhvort gildir f(0) =0 eda | f(0)] = 1. Ef
| f(0)] =1, feest med bvi ad setja y = 0 ad f(x) = f(0) fyrir 61l z € R, b.e.a.s. ad f sé

fastafall. Pau fastafoll sem koma til greina eru nullfallid og f(x) = a bar sem a € [1,2).



Ef hins vegar f(0) = 0, pa setjum vid x = y = 1 og faum ad f(1) = 0eda | f(1)] = 1.
Ef f(1) =0, setjum vid x = 1 og faum ad f(y) = 0 fyrir 6ll y € R, sem vid vissum ad
var lausn. Ef | f(1)] = 1, setjum vid y = 1 og faum | f(z)| = f(x), fyrir 6ll z € R.
Pvi neest setjum vid z = 2 og y = 1/2 og faum f(1) = f(2)|f(3)]. N vitum vid ad
Lf(3)] = f(0) =0svo f(1) =0, sem er métsdgn vid | f(1)] = 1.

Lausnirnar eru pvi fastafoll par sem fastinn er annadhvort 0 eda & bilinu [1, 2).
Dzemi 14 (E). Finnio 6ll {61l f : R — R bannig ad

(z+y)(f(z) = fy) = (z —y)f(z +y),

fyrir oll z,y € R.

Lausn. Audvelt ad ad sja ad f(x) = 22 og f(z) = z leysa fallajéfnuna (adferd
10). Einnig er tiltolulega augljost ad sérhver linuleg samantekt af follum sem leysa

fallajofnuna er aftur lausn. Af peim sékum er sérhvert fall 4 forminu f(z) = az? + bz

1 -1 1)—f(-1
D) o0 gy = IO-FED)

Synum a0 petta séu einu lausnirnar. Latum pvi f leysa fallajéfnuna og skilgreinum

: _ _ fO+f(=1) _ f)-f(=1) .
fallid g(z) = f(z) — az® — bz, par sem a = S50 og b = Z2=1— og synum ad g

lausn & fallajéfnunni, par sem a,b € R (athugid ad a =

er nullfallid (vid héfum adur beitt pessari adferd i Deemi 9). Athugum ad g fullneegir
fallajofnunni og ad ¢g(1) = g(—1) = 0. Setjum nt y =1 {

(z+y)(9(@) —9(y)) = (z —y)g(z +y),

og faum
(x4 1)g(z) = (z — 1)g(x + 1).

Ef vid setjum svo y = —1 og x = x + 1 1 fallajoéfnuna feest
zg(z +1) = (z + 2)g(x),
en pa faum vio
z(z+ Dg(x) =z(x—1)glx+1) = (. + 2)(z — 1)g(x),
fyrir 61l x € R, sem feer ekki stadist nema g sé nullfalliod.
Dami 15 (A). Finnio 6ll {61l f : R +— R, bannig ad
f@® +ay+ f(y) = f(2)* + 2 f(y) + v,

fyrir 61l x € R.



Lausn. Setjum z =0 og faum f(f(y)) = f(0)* +y. Af bessu sést ad f er eintaekt og
ateekt (adferd 3). Pad er pvi til ndkveemlega ein tala a € R bannig ad f(a) = 0. Setjum
r =y = a og faum f(2a?) = a sem gefur f(0)* + 2a* = 0, pannig ad f(0) = a = 0. Sér
i lagi feest ad f(f(y)) = v.

Ef vid setjum y = 0 feest ni f(z?) = f(x)? og med bvi ad setja x = —x feest
f(x)? = f(—x)? og bar sem f er eintaekt feest f(—x) = —f(x).

Med bvi ad setja y = —ax faest nt f(x)(f(z) —2) =0 og bar sem f(z) =0 2=0
feest a0 f(z) = z fyrir 6ll z € R.

Daemi 16 (E). Finnid 61l f6ll f : N — N pannig ad fyrir 61l a, b € N er til prihyrningur
(bar sem summa tveggja hlida er stranglega steerri en pridja hlidin) med hlidarlengdir

a, f(b) og f(b+ f(a) —1).

Lausn. Athugum fyrst a0 f er augljoslega 6takmarkad fall, pvi annars veeru hlidarnar
f(b) og f(b+ f(a)—1) takmarkadar & medan hlidin a er 6takmorkud. Setjum ni a =1
og faum ad til sé prihyrningur med hlidarlengdir 1, f(b) og f(b+ f(1)—1). Pad pydir ad
1+ f(b) > f(b+f(1)—1) > f(b)—1 fyrir 611 b € N og pbar med ad f(b) = f(b+ f(1)—1).
Ef f(1) # 1 ba er fallid f lotubundid med lotuna f(1) — 1, en ba yrdi f augljoslega ad
vera takmarkad sem er motsogn. Pvier f(1) = 1.

Setjum na b = 1 og faum ad til er prihyrningur med hlidarlengdir a, 1 og f(f(a))
og bvier f(f(a)) = a fyrir 6ll @ € N. Sér i lagi er f bvi einteekt og ataekt.

Setjum na f(2) = k. P4 faum vid med pvi ad setjaa = 20gb =k ad 2+2 > f(2k—1)
og bar sem 2k — 1 # k og f er einteekt feest ad f(2k — 1) = 3. Setjum ba a = 2 og
b=2k—1o0gfaum 2+ 3 > f(3k —2), en pbar sem 3k —2 # 2k — 1 # k og f er
einteekt feest ad f(3k — 2) = 4. Nu feest almennt ad f(nk — (n — 1)) = n + 1 og bar
sem f(f(n)) =n fest ad f(n+ 1) =n(k —1) + 1, fyrir 61l n € N. Par sem f er ateekt
fall faum vid pvi ad k = 2, svo ad f(2) = 2.

Gerum nu rad fyrir ad f(n) = n fyrir 6ll n € {1,2,...,m}. Setjum ba a = m og
b =2 og faum m+2 > f(m+1) og bar sem f er einteekt faum vid ad f(m+1) =m+1
svo f(n) = n fyrir 6ll n € N (adferd 2). Einfalt er ad ganga tur skugga um ad fallid
f(n) = n uppfyllir skilyrdi deemisins.

3 Oleyst deemi

Hér fyrir nedan eru nokkur deemi sem lesandinn getur spreytt sig & og eru svipad erfid

og synideemin hér 4 undan.

1. Finnid oll foll f: Q — Q, bannig ad f(z +y) = f(x) + f(y) + zy.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Finnid 81l f61l f : Z v Z, pannig ad f(0) =1 og f(f(n)) = f(f(n+2) +2) = 2.
. Finnid 61l 81l f : R — R, pannig ad f((z —y)?) = f(x) — 2f(y) + >

. Létum n € N. Finnid 611 61l f : R — R, pannig ad f(z + f(y)) = f(z) + "

. Finnid 611 61l f : R — R, pannig ad f(2? — y?) = af(x) — yf (y).

. Finnio 61l foll f : N+ N, bannig ad f(f(m) + f(n)) = m +n.

Finnid oll foll f : R +— R, pannig ad f(xy) = xf(y) + yf(zx).

. Latum f : N — N vera stranglega vaxandi fall pannig ad f(f(n)) = 3n. Hvad er

£(2006)?

. Latum f : R — R vera fall pannig ad |f(x)| < 1 og

13 1 1

fla+5)+ f@) = flot+ )+ flo+ o)

Sannid ad f er lotubundid (ad til sé tala a € R bannig ad f(z + a) = f(x), fyrir
ol z € R).

Finnid oll foll f: QT +— Q1 (QT er mengi jakveedra raedra talna), pannig ad

flzf(y)) = %, fyrir 6ll z,y € Q.

Finnid o6ll foll f : R +— R, bannig ad f(f(z) +y) = 2z + f(f(y) — ).
Latum f : R — R vera vaxandi fall pannig ad fyrir allar jadkveedar tolur x og y
gildir
fle+y)+ f(fl@)+ fy) = f(f@+ fy) + fly+ f(2)).
Sannid ad f(f(x)) = x.

Finnid 61l f6ll f : R — R, bannig ad f(z? + f(y)) =y + f(x)>

Latum S vera mengi allra rauntalna sem eru strangt steerri en —1. Finnid 61l {611

f 8+~ S sem uppfylla eftirfarandi tvo skilyroi:
(W) fle+ fly) +2f) =y + f(@) +yf(z),

(ii) @ er stranglega vaxandi & bilinum —1 <2 <0 og 0 < x.

Finnid oll foll f : R — R, pannig ad

(f(x) + f(2)(f(y) + f(1) = flzy — 2t) + f(at +y2).
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Finnid o1l gildi & o pannig ad til sé nakvemlega eitt fall f : R — R, pannig ad
f@*+y+fy) = f2)* + ay.

Finnid laegsta mogulega gildid 4 f(1998) bar sem f : N +— N uppfyllir f(n?f(m)) =
mf(n)?.

Er til fall f: N+ N, pannig ad f(f(n—1)) = f(n+ 1) — f(n).

Gerum rad fyrir ad fallid f : N +— N uppfylli f(n+ 1) > f(f(n)), fyrir 6ll n € N.
Sannid ad f(n) = n, fyrir 6ll n € N.

Finnio oll foll f : Ny — Ny sem uppfylla eftirfarandi tvo skilyroi
(i) 2f(n* +m?) = f(n)? + f(m)?,
(ii) Ef m > n, baer f(m?) > f(n?).

Latum k£ € N. Finnid o6ll foll f : Ny — Ny pannig ad f(f(n)) + f(n) = 2n + 3k,
fyrir 6ll n € Ny.

Finnio oll f6ll f : R — R pannig ad
f(f(x—y) = f@)fly) — flx) + fly) — zy.

Fallid f: R — R uppfyllir f(2° +y°) = (z +y)(f(2)* — f(2)f(y) + f(y)?), fyrix
oll z,y € R. Sannid ad f(1996x) = 1996 f (), fyrir 6ll x € R.

Finnio oll foll f : R — R sem uppfylla eftirfarandi tvo skilyroi
(i) flz+y) = flz)+ fy)
(i) f(2) = 52

Finnio oll f6ll f : R — R pannig a0 fyrir allar rauntolur x # y gildir

r+y\ _ flx)+ f(y)
f (—y) GEND)

Finnid oll f6ll f : QT — Q% sem uppfylla eftirfarandi tvo skilyrdi
(1) flz+1) = f(z) +1,
(i) f(2?) = f(2)°.

Finnio oll foll f : Ny — Ny bannig ad f(m + f(n)) = f(f(m)) + f(n).

Sannid ad ekki sé til fall f : R — R sem uppfyllir f(y) > (y — x) f(x)?, fyrir 61l
z,y € R.
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29.

30.

31.

32.

33.

Sannid ad ekki sé til fall f : R — R bannig ad f(0) > 0 og f(z +y) > f(x) +

yf(f(x)).

Finnid 6ll f6ll v : R — R pannig ad til sé stranglega einhalla fall f : R — R

pannig ad fyrir 6ll z,y € R gildir f(z +y) = f(z)u(y) + f(y).

Finnid 6ll {61l f : R — R bannig ad f(f(z) +y) = f(z* —y) + 4f(z)y.

Fall f: N — N uppfyllir
(i) f(1) =1og f(3) =3,

(i) f(2n) = f(n),

(iii) fAn+1)=2f2n+1) — f(n) og f(4n+3) =3f(2n+ 1) — 2f(n),
fyrir allar n € N. Finnid allar télur n < 2010 pannig ad f(n) = n.

Finnio oll foll f : N x N — R sem uppfylla

f(:[‘,l‘) = T,

flz,y) = fy, 2)
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og flz,y)(x+y) =yf(z,z+y).



