Vidauki E: Ramfraeoi

Inngangur

Vio gefum hér 6formlega lysingu 4 ramfraedi Evklids, en bad er st ramfraeoi
sem vid teljum okkur skynja af umhverfinu i okkar daglega lifi. Vid latum
okkur nazgja ad safna saman skilgreiningum 4 algengustu hugtékum og ad
nefna helstu nidurst6dur en bendum lesandanum & adra texta vilji hann kafa
dypra.

1 Punktar, linur og sléttur

Grunnhugtok ramfraedinnar eru punktar, linur og sléttur. Punkta taknum
vid med upphafsstéfum & bord vid A, B og P, linur med lagstéfum & bord
vid I, m og n en sléttur med griskum lagstofum eins og a, B og 7.

Punktar liggja & linum og linur liggja i sléttum. Segjum einnig ad punktur
4 linu 1 gefinni sléttu liggi 1 sléttunni. Gegnum tvo 6lika punkta liggur na-
kveemlega ein lina og gegnum brja dlika punkta sem liggja ekki allir 4 s6mu
linunni liggur ndkvaemlega ein slétta. Ef tvaer 6likar linur hafa sameiginlegan
punkt, pa segjum vid ad linurnar skerist i punktinum. Par sem ad i gegnum
tvo 6lika punkta liggur ndkvaemlega ein lina er 1jost ad tveer olikar linur geta
adeins skorist { einum punkti, annars veeru paer sama linan.

Tveer linur [ og m sem liggja i sému sléttu en skerast ekki kallast samsida,
taknad [||m. Segjum jafnframt ad lina sé samsida sjalfri sér. Ef linan [ er
samsiOa linunum m og n, b4 eru linurnar m og n einnig samsida. Fyrir gefna
linu og punkt utan hennar liggur ndkvaemlega ein lina gegnum punktinn sem
er samsida gefnu linunni.

Ef tveer 6likar sléttur hafa sameiginlega linu, p4 segjum vid ad beer sker-
ist. Par sem brir 6likir punktar sem liggja ekki allir & somu linunni dkvarda
nakvaemlega eina sléttu, ba hafa tveer Olikar sléttur sem skerast nikveem-
lega eina sameiginlega linu, annars veeru paer sama sléttan. Ef lina og slétta
hafa sameiginlegan punkt, p4 annad hvort liggur linan { sléttunni eda hefur
nékvemlega einn skurdpunkt vid sléttuna.

Lina eda slétta er samsida gefinni sléttu ef beer skerast ekki. Tvaer sléttur
sem eru samsida pridju sléttunni eru samsida hvor annarri. Gegnum punkt
utan vid gefna sléttu liggur nakvaemlega ein slétta samsida gefnu sléttunni.

Gefinn punktur & linu skiptir henni { tveer hdlflinur. Alla punkta &
annarri halflinunni segjum vio liggja sému megin vid gefna punktinn. Tvo
punkta sem liggja hvor 4 sinni halflinunni segjum vid vera hvorn sinu megin
vid gefna punktinn. Eini punkturinn sem liggur 4 badum halflinunum er
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gefni punkturinn.

Tveir punktar & linu skipta henni { tvaer halflinur og strik. Strikid milli
punktanna A og B tdknum vid med AB. Vid gerum rad fyrir ad sérhverju
striki megi athluta jakveedri rauntdlu |AB| sem vid kollum lengd striksins
og vid gerum rad fyrir ad betta megi gera 4 pann hatt ad ef A, B,C eru
prir punktar 4 somu linu pannig ad punkturinn B liggi 4 milli punktanna A
og C, bad er B liggi 4 strikinu AC, ba sé |AB| + |BC| = |AC|. Vid gerum
jafnframt rad fyrir ad fyrir sérhverja jakvaeda rauntolu z, linu I og punkt P
4 | megi finna ndkvaemlega tvo strik af lengd z & linunni [ pannig ad annar
endapunktur striksins s¢é P en hinir endapunktarnir liggi hvor sinu megin
vid P. Punkt P kollum vid einnig strik af lengd 0.

Linur skipta sléttum i tveer hdlfsléttur. Tvo punkta i sléttu sem liggja
ekki & gefinni linu segjum vio liggja hvorn sinu megin vid linuna ef beir eru
ekki { somu halfsléttunni sem linan dkvardar, en ad peir séu sému megin
linunnar ef beir liggja { somu halfsléttunni.

Ad lokum skipta sléttur raminu i tvd hdlfrim. Likt og fyrir linur og
sléttur segjum vid ad tveir punktar séu sdmu megin eda hvor sinu megin
vi0 sléttuna ef beir tilheyra sama eda hvor sinum hluta ramsins.

Ef tveir punktar liggja & somu halflinunni, halfsléttunni eda 1 sama half-
raminu, pa liggur allt strikid milli beirra & halflinunni, { halfsléttunni eda
halframinu. Ef hinsvegar tveir gefnir punktar liggja hvor sinu megin vid
punkt, linu eda sléttu, ba liggur strikid milli gefnu punktanna { gegnum
punktinn, linuna eda sléttuna.

2 Hringir

Hugsum okkur nd ad vid séu stddd 1 einhverri tiltekinni sléttu. Punktur O
og strik AB akvarda hring en punktur P er & hringnum b4 og bvi adeins
a0 lengd striksins OP sé st sama og lengd AB. Vid kollum punktinn O
midpunkt hringsins og t6luna |AB| geisla hans. Sérhvert strik OP bar sem
P liggur & hringnum kollum vid einnig geisla { hringnum.

Hringur med midpunkt O og geisla r skiptir sléttunni { prj4 hluta. Einn
beirra eru beir punktar P sem liggja 4 hringnum, en um ba gildir ad |OP| =
r. Hinar tveer deildirnar eru beir punktar sem eru innan 7 hringnum, en um
b4 gildir ad |OP| < r, og svo beir punktar sem eru wtan vid hringinn, en
um ba gildir ad |OP| > r.

Ef er lina sem hefur punkt sem liggur innan { gefnum hring, b4 sker hun
hringinn { tveimur 6likum punktum. Linan kallast ba snidill vid hringinn.
Tveir 6likir punktar 4 hring dkvarda snidil og strikid &4 milli peirra, sem liggur
innan { hringnum, kéllum vid streng { hringnum. Ef midpunktur hringsins
liggur & strengnum, ba kdllum vid hann midstreng hringsins. Lina [ sem
hefur nakvemlega einn punkt sameiginlegan med hring kallast snertill vio
hringinn. Gegnum punkt & hring liggur ndkvaemlega einn snertill og gegnum
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punkt utan vid hring liggja nakvemlega tveir snertlar vid hringinn.

3 Horn

Tveer halflinur at fra sama punkti T' dkvarda horn med
topppunkt T og halflinurnar koéllum vid erma hornsins. Ef A
punktarnir A og B liggja hvor & sinum armi hornsins, pa T<
taknum vid hornid med ZAT B. Ljést er ad horn skiptir slétt- B
unni { tvo hluta. Vid segjum ad peir punktar sem liggja { sama
hluta og strikid AB séu innan 7 horninu, en hinir wtan vid bad. Hornin
LATB og LA'T'B' eru jafn stor ef af |[AT| = |A'T'| og |BT| = |B'T’|
leidir ad |AB| = |A'B'|. Ef P er punktur innan i horninu ZAT B pannig ad
LATP = /BT P, b4 kollum vid hilflinuna at fra4 T { gegnum P helmingalinu
hornsins ZATB.

Ef punktarnir A og B liggja hvor sinu megin vid punktinn c
P & gefinni linu [, p4a kallast hornid ZAPB beint horn. Ef C /
er punktur utan linunnar [, b4 kéllum vid hornin ZAPC og A P B
ZBPC grannhorn. Segjum einnig ad ZBPC' sé grannhorn hornsins ZAPC.
Ef horn er jafn stort grannhorni sinu, b4 kollum vid pad rétt horn. Sérhver
tvo rétt horn eru jafn stor.

Ef tveer linur I og m skerast undir réttu horni, b4 segjum
vid ad baer séu hornréttar hvor 4 adra, taknad I L m. Segjum
b4 einnig ad m sé pverill 4 linuna m. Fyrir gefinn punkt A
og gefna linu [ er til ndkveemlega einn pverill 4 | sem liggur {
gegnum punktinn A. Skurdpunktur linunnar og pverilsins kallast fétpunktur
pverilsins. Lina [ er pverill med fotpunkt P & gefna sléttu ef [ er hornrétt &
sérhverja linu sem liggur 1 sléttunni gegnum punktinn P. Fjarleegd punkts
A fra linu [ eda sléttu a er lengd striksins AP bar sem P er fotpunktur
bverilsins & linuna [, eda sléttuna «, i gegnum A.

Fotpunkt bverils gefins punkts 4 linu eda sléttu kollum vid einnig ofan-
varp gefna punktsins. Hornid milli sléttu og linu sem sker sléttuna i punkti
P er hornid ZAPB bar sem A er punktur & linunni og B er ofanvarp hans
4 sléttuna. Med horninu milli tveggja slétta sem skerast i linu meinum viod
hornid milli peirra bverla skurdlinunnar i gefnum punkti P sem liggja hvor
i sinni sléttunni.

Ef M er punktur 4 strikinu AB bannig ad |AM| = |BM|, ba kallast M
midpunktur striksins og pverillinn & AB med fétpunkt M kallast midpverill
striksins.

Vid malum staerd horna ymist i grédum eda med bogamdli. Fyrir gefid
horn ZABC' drégum vid hring med midpunkt B. Vid skiptum hringnum {
360 jafn stéra boga sem vid kollum gradur og tdknum med °. Fjoldi grada
sem lendir innan { horninu er pa gradutal pess. Sjaum ad steerd beins horns
er 180° og staerd rétts horns er pa 90°.
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heetti: Drogum hring med midpunkt B. Hlutfallid milli lengdar

bogans, b, sem lendir innan { horninu ZABC og geisla hringsins,

r, er bogamal hornsins. Bogamalid er b4 talan z = b/r. Petta hlutfall er
6had hvada hring vid veljum og skilgreiningin pvi skynsamleg. Par sem um-
mal hrings med geisla 1 er 27, ba sjdum vid ad bogaméal 180° horns er 7
og bogamal 90° horns er w/2. Almennt er sambandid milli gradutals, g, og
bogamaéls horns, z, gefid med

Vio skilgreinum bogamal hornsins ZABC' med eftirfarandi
<@ b

9 _7
180 7
Summa grannhorna er alltaf 180°, en hugtakido um
grannhorn hefur naskylt hugtak, nefnilega frendhorn. /¢
Vid segjum ad hornin ZABC og £LDEF séu freendhorn

ef ZABC+/DEF = 180°. Ef P er punktur innan i réttu ! g F
horni ZABC, b4 kallast hornin ZABP og ZCBP lags- A p
horn. Summa lagshorna er alltaf 90°. Horn sem er minna lzé

en 90° kallast hvasst en horn sem er staerra en 90° kallast B C
gleitt.

Ef linurnar [ og m skerast i punkti P, b4 gera paer 7
fjogur horn. Sérhver tvé horn sem hafa sameiginlegan 5 "
arm eru grannhorn, en pau sem hafa ekki sameiginlegan

arm kallast topphorn. Af beirri stadreynd ad summa grannhorna er &tid si
sama leidir eftirfarandi setning:

3.1 Setning. Topphorn eru jafn stoér.

Ef I, m og n eru linur pannig ad I og m skerast {
punkti P og | og n skerast { punkti () sem er élikur P,
ba gerir [ fjogur horn vid m og fjogur horn vid n. Ef A
og B eru punktar & m og n sem liggja sému megin vid
linuna [ og C er punktur & [ sem liggur ekki & strikinu
PQ, ba segjum vid ad hornin ZAPC' og ZBQC liggi eins eda séu einsleg.
Sjaum ad [ gerir fjogur por af einsleegum hornum vid linurnar m og n.

3.2 Setning. Einsleg horn vid samsida linur eru jafn stor.

3.3 Athugasemd. S rumfraedi sem vid héfum verid ad lysa er kennd vid
forngrikkjann Evklid. Ein af frumsendum hennar er ad i gegnum punkt
utan gefinnar linu liggi nakvaemlega ein lina samsida gefnu linunni, en st
forsenda er jafngild setningunni um ad einslaeg horn vid samsida linur séu
jafn stoér. Pessa frumsendu vildu margir ekki satta sig vio ad pyrfti ad taka
sem gefna og { gegnum aldirnar reyndu menn ad sanna hana at fr4 hinum
forsendunum. Pad er skemmst fra pvi ad segja en allar slikar tilraunir baru



E.4 Marghyrningar I11-47

engan arangur. Med bvi ad neita forsendunni og gera rad fyrir a0 til veeri lina
og punktur utan hennar sem liggur 4 tveimur 6likum linum sem ekki skera
gefnu linuna, (sem reyndar er jafngilt, ad hinum frumsendunum gefnum, ad
i gegnum sérhvern punkt utan hvada linu sem er liggi ad minnsta kosti tveer
linur sem skera ekki gefnu linuna,) vonudust menn til ad f4 motsogn. En {
stad pess ba komu i 1j6s nyjar gerdir af rumfraedi og par med var sannad ad
frumsendan um samsida linur yrdi ekki leidd af hinum frumsendunum.

4 Marghyrningar

Ef Ay, As, ..., A, eru n Olikir punktar i sléttu, pa segjum vid ad runan
A1 As--- A, sé n-hyrningur med hornpunkta A;, A,,... , A,. Ekki skiptir
méli hvar vid byrjum & ad telja upp hornpunkta marghyrningsins svo framar-
lega sem vid0 holdum akvedinni umferdarstefnu vid upptalninguna. Pannig
eru marghyrningarnir Ay Ay --- A,,, AgAsz--- A, Ay og ApAn_1--- AgAq allt
sami marghyrningurinn.

Strikin A3 Ay, ..., A1 A,, AyA; milli tveggja
adlegra hornpunkta kollum vid hlidar marghyrn- ﬁ
ingsins en Oll 6nnur strik milli hornpunkta hans

hornalinur. Tver hlidar sem hafa sameiginlegan Kiiptur Ekki kuptur
hornpunkt kéllum vid adlegar. Ef allir hornpunktar marghyrningsins liggja
innan i eda & ormum allra hornanna LA, A1 Ay, ZA1AsAs, ... , LA, 1A, A
béa kallast marghyrningurinn kdptur eda uthyrndur og ofantalin horn kallast
horn marghyrningsins. Vid skrifum oft LAy { stad LAg_1 A Aki1.

Kuaptur marghyrningur er reglulegur ef allar hlidar hans eru jafn langar
og Oll horn hans jafn stor.

4.1 Prihyrningar

Ef ABC er prihyrningur, b4 k6llum vid hlidarnar AB og BC' adlegar hlidar
hornsins /B = ZABC og hlidina AC' mdtlega hlid bess. Vid tdknum oftast
lengd moétlaegrar hlidar /B med b o.s.frv.

Hedin & hlidina AB er strikid CP par sem P C
er fé6tpunktur pverilsins 4 AB { gegnum C'. Tadknum b a
lengd hennar oft med h¢ og segjum ad hin sé hadin
& grunnhlidina AB. Midstrik 4 AB er strikid CM A MHP B
bar sem M er midpunktur AB. Helmingastrik hornsins ZACB er strikid

CH bar sem H er skurdpunktur helmingalinu hornsins ZACB vid hlidina
AB.

4.1 Setning. Midstrik [helmingastrik] prihyrnings skerast 61l i sama punkt-
inum. Einnig skerast midpverlar hlida prihyrnings allir i sama punkti og
sému leidis linurnar sem hadir prihyrningsins liggja 1.



I11-48 Vidauki E: Rumfraedi

4.2 Setning. Midstrik prihyrnings skipta hvert é0ru 1 hlutfollunum 1 : 2.

Tveir prihyrningar ABC og A'B'C’ eru eins ef eitt af eftirtéldum jafn-
gildu skilyroum er fullnaegt:

(Na=d,b=bogc=".

(Allar hlidar eins.)
2) LA=/LA", /B=/B ogec=c.
(2) ; 8

(Ein hlid og adlaeg horn eins.) A
(3) LA= LA, /B = /B ogb=1¥.

(Ein hlid og adlaegt og motlaegt horn eins.)
(4) LA=ZA" b=V ogc=C".

(Eitt horn og adleegar hlidar eins.)

B A

AAS

A B A

I3
s

Prihyrningur ABC' er jafnarma med topp-
horn ZA ef b = c. Prihyrningur ABC er jafnhlida ef a =b = c.

4.3 Setning. Ef prihyrningurinn ABC' er jafnarma, pa er /B = ZC. Ef
brihyrningurinn ABC' er jafnhlida, p4 er ZA = /B = ZC = 60°. Jafnarma
brihyrningur med 60° topphorn er jafnhlida. Helmingastrik topphorns jafn-
arma prihyrnings, hadin 4 moétlaega hlio topphornsins og midstrik métlaegrar
hlidar topphornsins eru allt eitt og sama strikio.

4.4 Setning. Ef P er punktur 4 midpverli striksins AB, b4 er |AP| = |BP].
Ef P er punktur 4 helmingalinu hornsins ZAT B, pé er fjarlaegd P fr4 badum
6rmum hornsins st sama.

Vi segjum ad hringur sé innritadur i prihyrning ABC' ef allar hlidar
hans eru snertlar hringsins. Segjum ad prihyrningur ABC sé innritadur {
hring ef hornpunktar hans liggja 4 hringnum. T6lum bé einnig um umrit-
adan hring prihyrningsins.

4.5 Setning. Sérhver prihyrningur hefur bzedi innritadan og umritadan
hring. Midja umritads hrings er skurdpunktur midpverla hlidanna en midja
innritads hrings er skurOpunktur helmingastrikanna.

Prihyrningur er rétthyrndur ef eitt horna hans er rétt eda 90°.

4.6 Setning. (Regla Pybagorasar) Prihyrningur ABC' er rétthyrndur
med rétt horn i C' pa og pvi adeins ad c2 = a? + b2.

Af reglu Pybagorasar leidir ad moétleeg hlid rétta hornsins i rétthyrndum
prihyrningi er alltaf lengst. Vid kollum hana bvi langhlid prihyrningsins en
hinar hlidarnar skammhlidar. Tokum sérstaklega eftir ad regla Pybagorasar
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segir ekki einungis ad summa ferninga skammbhlidanna { rétthyrndum pri-
hyrningi sé jofn ferningi langhlidarinnar, heldur einnig ad ef svo er, ba er
prihyrningurinn rétthyrndur.

4.7 Setning. Hornasumma prihyrnings er 180°. Hornasumma n-hyrnings
er (n —2) - 180°.

4.8 Setning. Summa tveggja horna i prihyrningi er jofn grannhorni pridja
hornsins.

Prihyrningar ABC og A' B'C' eru einslaga ef eitt af eftirfarandi jafngildu
skilyrdum er fullnaegt:

(1) LA=LA', /B = /B og £C = ZC". (Oll horn jafn stor.)
(2)2=>%= %- (S6mu hlutfoll milli allra hlida.)

(3) LA =LA og /B = /B'. (Tv6 horn jafn stér.)

(4) £ =2 og £C = £C'. (S6mu hlutfsll milli adlegra hlida eins horns.)

4.2 Ferhyrningar

Ferhyrningur ABCD bannig ad mot- Q \
leegu hlidarnar AB og C'D eru samsida
kallast trapisa. Ef hlidarnar BC og AD

eru einnig samsida kallast hann samsio- I:I <>

ungur.
g Rétthyrningur Tigull Ferningur

Ferhyrningur Trapisa Samsidungur

4.9 Setning. Ferhyrningur er samsiOungur pa og pvi adeins ad moitlaeg
horn hans eru jafn stér sem aftur gildir b4 og pvi adeins ad moétlegar hlidar
hans séu jafn langar.

Samsidungur pannig ad eitt, og bar med 6ll, horn hans eru rétt kallast
rétthyrningur en samsidungur pbannig ad allar hlidar hans eru jafn langar
kallast tigull. Reglulegur ferhyrningur kallast svo ferningur.

5 Horn vid hring

Horn med topppunkt sinn & gefnum hring kollum vid ferilhorn ef armar
hornsins eru snidlar vid hringinn. Vid segjum ad hornid spanni bogann sem
er innan { horninu.

5.1 Setning. Snertill vid hring er hornréttur 4 geislann OP par sem O er
midpunktur hringsins og P er snertipunkturinn.
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5.2 Setning. Ferilhorn sem spanna sama boga eru jafn stér. Staerd feril-
horns er helmingur bogans sem pad spannar.

5.3 Fylgisetning. Midpunktur umritads hrings rétthyrnds prihyrnings er
midpunktur langhlidarinnar.

5.4 Setning. Ef ZABC er horn pannig ad armar pess snerti hring i punkt-
unum A og C, pa er |AB| = |BC| og steerd hornsins ZABC' er helmingur
mismunar boganna milli A og C.

5.5 Setning. Ef armar hornsins /ABC' eru snidlar vid hring, pa er staerd
hornsins helmingur mismunar boganna sem pad spannar.

5.6 Setning. Ef topppunktur horns liggur innan 1 hring, pa er staerd pess
medaltal boganna sem pad og topphorn pess spannar.

5.7 Setning. Ferhyrning er haegt a0 umrita med hring pa og pvi adeins ad
summa motlegra horna sé 180°.
6 Ummal, flatarmal og rammal

Flatarmal (F'), rammal (R) og ummaél (U) nokkurra flatar- og rammynda
er eins og synt er 4 myndunum.

Rétthyrningur Prihyrningur Trapisa Samsioungur
s TN L/
a g b 8
F=ab F=1gh F=1La+bh F =gh
Hringur Kassi Keila Kula
CR = G
U =2nr R = abe R =1Gh F = 4xr?

F =7r? R= %7?7“3
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7 Hornafoll

Latum ABC vera rétthyrndan prihyrning med rétt horn { C. Af setningunni
um einslaga prihyrninga leidir ad fyrir gefna staerd & ZA eru hlutfollin b/c,
a/c og a/b 6had staerd brihyrningsins og bvi getum vid skilgreint follin cos,
sin og tan fyrir 0 < ZA < /2 med bvi ad setja

_ alleg skammhlio A

cos 4 langhlid
sin A = moétleg skam.mhhé A)
langhlid
moétlaeg skammhlid A sin A
tan A = —

adleeg skammhlid A~ cos A’

Vid atvikkum svo skilgreininguna med bvi ad setja cos0 =1, cos § =0,
sin0 =0, sin§ =1 og

cosz = —cos(m — ), sinz = sin(w — x), fyrir g <z <m.

Med bvi ad beita setningu Pybagorasar 4 rétthyrndan prihyrning med
langhlid af lengd 1 fAum vid ad:

7.1 Setning. Fyrir 61l z gildir ad cos® & + sin®z = 1.
7.2 Setning. (Késinusregla) Ef ABC er prihyrningur, b4 er
& =a® +b* — 2abcos C.

7.3 Setning. (Sinusregla) Ef ABC er prihyrningur og R er geisli umrit-
als hrings hans, pa er
sinA _sinB _sinC 1
a b ¢ 2R

7.4 Setning. brihyrningi er staersta hornid gegnt staerstu hlidinni.

7.5 Setning. Flatarmal prihyrningsins ABC' er %ab cosC.
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